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RESUMO

Azevedo, Cerix Soares. Comparacdo dos valores de momentos solicitantes em placas
com quatro apoios com e sem a consideracdo da rigidez dos apoios. Rio de Janeiro.
2017. Dissertacdo (Mestrado) — Programa de Projeto de Estruturas, Escola Politécnica,
Universidade Federal do Rio de Janeiro. Rio de Janeiro. 2017.

Laje macica € aquela em gue toda espessura € composta de concreto, contendo armacao
de flexdo e eventualmente armaduras transversais e apoiada em vigas ou paredes. Duas
de suas dimensdes predominam sobre a terceira (espessura). Para o dimensionamento a
flexdo é necessario o conhecimento dos momentos atuantes. Para a obtencéo dos valores
destes momentos séo utilizadas tabelas, programas de computador ou solu¢des de equa-
cOes oriundas da Teoria da Elasticidade. Este trabalho tem como objetivo o estudo de
placas retangulares apoiadas nas quatro bordas, aplicando as equacgdes resultantes do mé-
todo de Navier para obtencdo dos momentos volventes e dos atuantes nas direcdes orto-
gonais no plano da placa para um valor do coeficiente do coeficiente de Poisson igual a
0,20. Estes valores serdo confrontados com a modelagem de tais placas em um programa
de computador que adota 0 MEF (Método dos Elementos Finitos). Posteriormente através
do acréscimo na modelagem de vigas com diferentes valores de rigidez a tor¢éo nos bor-
dos de tais placas, foi mensurada a influéncia de tais vigas nos valores dos momentos
anteriormente encontrados. Para o caso de placas com engastes nos bordos foram execu-
tadas modelagens para obtencédo dos valores dos momentos e a confec¢do de uma tabela
para um valor do coeficiente de Poisson preconizado pela NBR6118/2014 igual a 0,20.
Estes valores encontrados foram comparados com a tabela de Czerny, a qual foi confec-

cionada para um valor de coeficiente de Poisson igual a zero.

Palavras-chave: concreto armado; placas; lajes; Método de Navier; Método de Elementos

Finitos
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ABSTRACT

Azevedo, Cerix Soares. Comparison of the values of requesting moments in plates with
four supports with and without consideration of the rigidity of the supports. Rio de
Janeiro. 2017. Dissertation (Masters) - Program of Structural Design, Polytechnic School,

Federal University of Rio de Janeiro. Rio de Janeiro. 2017.

Solid slab is the one in which all its thickness is composed of concrete, containing bending
reinforcement and eventually transverse reinforcement and that is supported on beams or
walls. Two of its dimensions predominate over the third one (thickness). For flexural
design is necessary to know the acting moments. To obtain the values of these moments
are used tables, computer programs or solutions of equations derived from the Theory of
Elasticity are used. This work has as objective the study of rectangular plates supported
in the four edges, applying the equations resulting from the Navier’s method to obtain the
twisting moments and the ones acting in the orthogonal directions of the plane of the plate
for a Poisson value of 0.20. These values will be confronted with the modeling of such
plates in a computer program that adopts the Finite Element Method (FEM). Later,
through the addition of beams with different torsion stiffness values at the edges of such
plates, the influence of these beams was measured in the values of the moments previ-
ously found. In the case of plates with fixed edges, modeling was performed to obtain the
values of the moments and the making of a table for the Poisson value of 0.20 as recom-
mended by NBR6118 / 2014. These values were compared with the Czerny’s table, which

was constructed for the Poisson value of zero.

Keywords: Reinforced Concrete; Plates; Slabs; Navier's method; Finite Element Method.
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1. INTRODUCAO

Laje macica é aquela em que toda espessura é composta de concreto, contendo arma-
cao de flexd@o e eventualmente armaduras transversais, podendo ser apoiada em vigas ou
paredes. Em relacdo a geometria, duas de suas dimensdes predominam sobre a terceira
(espessura). Para o caso das edificacdes usuais, as lajes macicas sdo dimensionadas para
resistir aos esforcos de flexdo, sendo, portanto, necessario o conhecimento dos momentos
fletores atuantes para que seja possivel o dimensionamento destes elementos.

Existem varios métodos de determinacdo dos momentos atuantes em lajes macicas.
A Teoria da Elasticidade apresenta algumas equacdes e as respectivas solugdes com esta
finalidade. Os esforgos solicitantes podem ser obtidos, alternativamente, com a utilizacao
de um programa de computador, através do Método dos Elementos Finitos ou do Método
das Grelhas. Ainda, estes esforcos podem ser calculados a partir de tabelas, como as de
Czerny e Bares, que simplificam bastante o calculo.

Todavia, as tabelas de Czerny consideram um valor de coeficiente de Poisson igual
a 0 e as tabelas de Bares consideram um valor de coeficiente de Poisson igual a 0,15, en-
quanto a NBR 6118/2014 preconiza coeficiente de Poisson igual a 0,20 para o concreto
armado. O principal objetivo deste trabalho é criar tabelas similares as de Czerny e de
Bares, porém utilizando coeficiente de Poisson igual a 0,20, e avaliar o impacto nos esfor-
cos solicitantes por conta das diferencas no valor do coeficiente de Poisson.

Um segundo objetivo do presente trabalho é estudar momentos fletores negativos
oriundos de um certo grau de engastamento das lajes apoiadas em vigas e verificar se a
armadura minima preconizada pela NBR 6118/2014 é suficiente para resistir a tais a soli-
citacOes.

Com este trabalho, através das tabelas a serem criadas considerando um valor do
coeficiente de Poisson igual a 0,20, espera-se contribuir para que o calculo, através de ta-
belas, dos momentos fletores solicitantes em lajes, seja compativel com a NBR 6118/2014.
Além disso, através dos abacos gerados, sera efetuado o calculo dos momentos negativos
em lajes apoiadas em vigas e sem continuidade com outras lajes, de maneira que estes
esforcos sejam considerados no dimensionamento das armaduras de lajes apoiadas em 4
(quatro) bordos; com isto, sera feita uma verificacdo se a armadura de bordo preconizada
pela NBR 6118/2014 é realmente satisfatoria.
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O célculo dos esforcos solicitantes em lajes, especialmente de estruturas de grande
porte, normalmente é feito com uso de programas de computador. No entanto, tabelas e
abacos como o0s que se pretende criar neste trabalho, podem ser muito Uteis para fins de
pré-dimensionamento de estruturas das edificacdes em geral, para a confec¢éo de um pro-
jeto bésico e para o dimensionamento em si de obras de pequeno porte. Tais tabelas e aba-
cos sao importantes também para verificagdo de alguma laje isolada dentro de um projeto
de grande porte, quando ndo se dispde de tempo suficiente para uma nova modelagem
computacional como, por exemplo, em uma verificagdo no canteiro de obra. As tabelas e
abacos em questdo podem ainda ser usadas em programas de computador comerciais que

calculam os esforgos solicitantes em lajes através de métodos simplificados.

1.1 Objetivo e Metodologia

Inicialmente, este trabalho considera placas retangulares apoiadas nos quatros bordos
(ndo lajes, ja que ndo sdo consideradas vigas de apoios nos bordos). Analiticamente, apli-
cando as equac0es resultantes do método de Navier, serdo obtidos os momentos fletores
solicitantes em duas dire¢Oes ortogonais no plano da placa, assim como 0s momentos vol-
ventes, considerando um carregamento de 10 kN/m? e um coeficiente de Poisson igual a
0,20, para razdo entre o maior e menor vdo da placa variando de 1 a 2, com incrementos
iguais a 0,1. Em seguida, os valores obtidos com a solu¢do analitica serdo comparados com
a modelagem de tais placas no programa computacional SAP2000 (CSI, 2010), que utiliza
0 Método dos Elementos Finitos (MEF) para a determinacdo dos esforcos solicitantes, a
fim de validar esta modelagem.

Com os valores obtidos, serdo criadas tabelas onde constardo coeficientes com os
quais poderao ser calculados os momentos fletores solicitantes em lajes armadas em duas
diregdes com quaisquer dimensdes dos vaos, com razdo entre tais dimensdes variando entre
1 e 2 (lajes armadas em duas direcdes) e para qualquer carga uniformemente distribuida
perpendicularmente ao plano da laje.

Posteriormente, considerando lajes retangulares apoiadas em vigas nos bordos (nédo
mais placas), a segunda etapa do trabalho consiste em acrescentar, no modelo executado
no SAP2000 (CSI, 2000), vigas com diferentes valores de rigidez a tor¢cdo nos bordos de
tais placas, com o objetivo de mensurar a influéncia de tais vigas nos valores dos momentos
encontrados nos célculos para placas, assim como analisar 0s momentos negativos nos bor-

dos supondo certo grau de engastamento entre a laje e as vigas de bordo.



A terceira etapa do trabalho considera lajes engastadas. Inicialmente, valida-se a mo-
delagem por elementos finitos no programa SAP2000 (CSI, 2000), comparando-se oS re-
sultados numéricos assim obtidos com aqueles apresentados por TIMOSHENKO e KRIE-
GER (1959), para coeficiente de Poisson igual a 0,30. Validada tal modelagem, os célculos
atraves do Método dos Elementos Finitos foram refeitos para todos os casos de engasta-
mento, e para todos os valores da razao entre os vaos das placas variando de 1 a 2, com
incremento de 0,1, considerando o coeficiente de Poisson preconizado pela
NBR6118/2014, igual a 0,20.

Por fim, as tabelas criadas neste trabalho serdo comparada com a tabela de Czerny.

1.2 Descricédo do problema

A Figura 1-1 ilustra esquematicamente uma estrutura com lajes apoiadas nos 4 (qua-

tro) bordos em vigas, sem continuidade com outras lajes.

Bordos com necessidade de armadura negativa

Laje com bordos apoiados em vigas

Vigas apoiadas em pilares
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Figura 1-1- Laje apoiada nos quatros bordos, sem continuidade.



Lajes retangulares de concreto armado apoiadas em vigas de bordo sdo encontradas,
em reservatorios superiores de edificios (conforme Figura 1-2), em castelos d’agua (con-
forme a Figura 1-3) ou em tempos passados na construcéo de atrios.

A Figura 1-2 ilustra um modelo de reservatorio superior. Neste caso tal reservatorio
¢ uma caixa d’agua apoiada em quatro pilares e calculado como reservatdrio ndo enterrado.
Atualmente, tais reservatorios podem ser executados com uma laje apoiada nos bordos em
vigas e estas em pilares. Sobre a laje, sdo colocadas caixas pré-fabricadas, interligando-as
pelo processo de vasos comunicantes. Em todo o perimetro da laje, executa-se uma alve-
naria com o fim de esconder tais caixas.

A Figura 1-2 ilustra a situagdo de um reservatorio d’agua superior.
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Figura 1-2 - Reservatorio superior d’agua.



A Figura 1-3 mostra um castelo d’agua, onde uma caixa d’agua apoia sobre uma laje

com bordos apoiados em vigas e sem continuidade.

Figura 1-3 - Castelo d’agua.

A Figura 1-4 representa uma laje hipotética apoiada em vigas nos 4 (quatro) bordos,

sem continuidade com outras lajes.

Figura 1-4 — Esboco de laje apoiada em 4 (quatro) bordos.



Na pratica, a NBR 6118/2014 permite a analise de placas retangulares sobre vigas de
bordo, como a da Figura 1-4, como se fossem idealmente apoiadas, porém, atraves da sua
Tabela 19.2, preconiza uma armadura negativa minima nos bordos da lajes sem continui-
dade. Sob esta hipdtese, sdo considerados apenas 0os momentos fletores positivos nas duas
direc@es principais do plano da placa (Figura 1-5).

A Figura 1-5 ilustra o aspecto do diagrama de momentos fletores (DMF) em uma
secdo de uma laje apoiada nos 4 (quatro) bordos, considerando apoio perfeito (momento

negativo nulo nos apoios), nas direcbes AA e BB da Figura 1-4.

&)
Figura 1-5 - Aspecto do diagrama de momentos fletores (DMF).

Porém, sabe-se que, na verdade, existe algum grau de engastamento entre a placa (ou
laje) e as vigas de bordo. Desta forma, surgem momentos fletores negativos nos bordos,
que, teoricamente, diminuem os momentos fletores maximos positivos, como ilustrado na
Figura 1-6.

A Figura 1-6 ilustra um diagrama de momentos fletores em uma secéo de uma laje
apoiada nos 4 (quatro) bordos, considerando um certo grau de engastamento entre a laje e

as vigas de bordo, nas direcbes AA e BB da Figura 1-4.
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Figura 1-6 - Aspecto do diagrama de momentos fletores (DMF) laje.

Partindo desta premissa de algum engastamento entre a placa e as vigas de bordo, a
NBR 6118(2014) passou a preconizar, para lajes retangulares sobre vigas de bordo, uma
armadura minima superior nos bordos destas lajes, distribuida perpendicularmente aos ei-
X0s das vigas.

A Figura 1-7 ilustra o posicionamento da armadura negativa, perpendicular aos bor-
dos, preconizada pela NBR 6118(2014).



Posicionamento da armadura negativa nos bordos

Figura 1-7 — Posigéo da armadura negativa nos bordos da laje.

Com isto, a norma compatibiliza esta aparente discrepancia entre o0 modelo inicial-
mente idealizado (momento fletor nulo nos bordos) e a realidade (momentos fletores nega-
tivos nos bordos). Esta armadura minima preconizada pela norma, segundo a tabela da
NBR 6118(2014), é tal que atenda a relacdo apresentada na equacdo (1.1):

Ps = 0167pmin (1-1)
Na equacdo (1.1), p,,in € a taxa minima de armadura de flexdo para vigas, dada na

Tabela 1-1 NBR6118(2014) em funcdo da resisténcia caracteristica a compresséo do con-

creto aos 28 dias (fck) e p € dado pela equacdo (1.2).

Tabela 1-1 - Taxas minimas de armadura de flexdo para vigas (Tabela 17.3 da NBR
6118(2014)).

Valores de pmin 2 (As minAc)

Forma da %
segao

20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70 75 80 85 90

Retangular | 0,150 | 0,150 | 0,150 | 0,164 | 0,179 | 0,194 | 0,208 | 0,211 | 0,219 | 0,226 | 0,233 | 0,239 | 0,245 | 0,251 | 0,256

a8  Osvalores de pmin, estabelecidos nesta Tabela pressupdem o uso de ago CA-50, dih = 0,8 € v, = 1,4 e yg = 1,15. Caso esses fatores sejam
diferentes, pyn deve ser recalculado.
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Na equacdo (1.2), A é a &rea de armadura na secdo, h € a altura da secao (espessura
da laje) e b,, é a largura da secéo (no caso de lajes, considera-se b,, = 1 m e a armadura
em cm&/m).

A Figura 1-8 ilustra uma secéo genérica de uma laje de concreto armado (ndo foram

representadas as armaduras).
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Figura 1-8 — Se¢&o genérica de uma laje de concreto armado.

No entanto, continua-se sem calcular, de fato, os momentos fletores negativos atuan-
tes nos bordos das lajes em questéo.

O principal objetivo deste trabalho é propor uma metodologia que possibilite men-
surar estes momentos negativos sem a necessidade de criar modelos computacionais. Séo
ainda determinadas as respectivas armaduras necessarias para tais momentos fletores e
comparadas com a armadura minima preconizada pela NBR 6118(2014).

Outro objetivo deste trabalho € criar tabelas para lajes apoiadas e engastadas, cujos
coeficientes constantes na tabela, permitam a obtencdo dos momentos fletores solicitantes
nas lajes. As tabelas usadas atualmente foram confeccionadas com o valor do coeficiente
de Poisson diferente do valor preconizado pela NBR6118(2014). As tabelas que serdo de-
senvolvidas neste trabalho, serdo confeccionadas com o valor do coeficiente de Poisson
igual a 0,20, conforme preconiza a NBR6118(2014).



1.3 Descricdo das solucfes

Antes do advento dos softwares de calculo estrutural, o calculo dos momentos fleto-
res atuantes em lajes armadas em 2 (duas) direcdes era feito com uso de tabelas, como as

tabelas de Marcus, Czerny e Barés.

e Tabelas (Método) de Marcus:

Conforme SANTOS (2016), o Método de Marcus parte do método das grelhas e in-
troduz fatores de correcdo empiricos, apenas para 0s momentos positivos, de modo a cor-
rigir as simplificacBes consideradas no método das grelhas, relativamente ao comporta-

mento das lajes como faixas independentes nas duas diregdes.

e Tabelas de Czerny:

De acordo com SANTOS (2016), as tabelas de Czerny foram desenvolvidas com
base na Teoria Matematica da Elasticidade, para todas as situacdes de lajes retangulares
perfeitamente apoiadas ou engastadas em seu contorno. No entanto, estas tabelas conside-
ram um valor do coeficiente de Poisson do material igual a 0,00, portanto diferente do valor
preconizado pela NBR6118(2014), igual a 0,20.

e Tabelas de Barés:

Segundo PINHEIRO (2010), as tabelas de Barés foram desenvolvidas por intermédio
do método das diferencas finitas. Contudo, estas tabelas consideram um valor do coefici-
ente de Poisson do material igual a 0,15, portanto diferente do valor preconizado pela
NBR6118/2014, igual a 0,20.

Para o caso de lajes retangulares apoiadas em vigas de bordo sem continuidade com
outras lajes, as tabelas citadas preveem apenas momentos fletores positivos, sendo 0s mo-
mentos fletores nulos nos bordos (conforme Figura 1-5), caracterizando apoios perfeitos.

Atualmente, particularmente na Engenharia de Estruturas, existem “softwares” de
duas categorias distintas: os softwares de analise estrutural e os softwares de dimensiona-

mento estrutural.



Exemplos de softwares de anélise estrutural séo o SAP2000, o SALT e o ANSYS.
Estes softwares, de modo geral, podem realizar calculos com base no Método dos Elemen-
tos Finitos e na analise matricial de estruturas. Com estes softwares, obtém-se diagramas
de esforcos solicitantes nos elementos componentes da estrutura. De modo especifico para
lajes, estes softwares utilizam Elementos Finitos de placa. Os programas consideram uma
estrutura como casca, placa ou membrana, em funcédo dos graus de liberdade e direcGes dos
esforcos solicitantes em relagdo a estrutura. o SAP2000 torna-se uma ferramenta interes-
sante para o ensino de estruturas, pois fornece os esforcos atuantes na estrutura e deixa a
cargo do engenheiro ou estudante de engenharia o dimensionamento e detalhamento de tais
estruturas. O SAP2000 admite um comportamento ndo linear ou linear-elastico para as
estruturas em estudo, escolha esta a cargo do engenheiro. Neste trabalho serdo efetuadas
apenas analises com comportamento linear-elastico.

Analisando uma laje sem continuidade, apoiada em vigas nos 4 (quatro) vigas de
bordos, através de um software deste tipo, obtém-se os valores dos momentos negativos
nos bordos, supondo certo grau de engaste entre as lajes e as vigas de bordos (Figura 1-6).

Exemplos de softwares de dimensionamento estrutural sdo o CadTQS e 0 EBERICK.
Antes de dimensionarem a estrutura, estes softwares analisam a estrutura, definindo os es-
forcos solicitantes. Para esta analise, em geral, tais softwares permitem que o engenheiro
escolha modelos de analise mais simplificados, se o0 problema em estudo assim permitir.
Cabe ao engenheiro definir as simplificagdes que podem ser aplicadas ao problema que se
estd estudando. Desta forma, estes softwares podem ou ndo determinar momentos negati-
vos nos bordos, em funcéo da escolha do engenheiro. Ao escolher a opcédo de se utilizar os
chamados métodos simplificados, o software utiliza tabelas para definicdo dos momentos
fletores nas direcdes perpendiculares entre si no plano da laje e, assim sendo, 0 momento
negativo nos bordos sera nulo, como ilustrado na Figura 1-5. Desta forma, quando os sof-
twares fornecerem o detalhamento das lajes, nos bordos ndo estardo presentes as armaduras
negativas, sendo portanto, necessario editar os desenhos apresentados por tais softwares e
acrescentar tais armaduras. Portanto o engenheiro devera langar a armadura negativa de
bordo preconizada na NBR 6118(2014).

Segundo o suporte on-line AltoQi, (http://fag.altogi.com.br/content/250/618/pt-
br/erro-no-processamento-da-grelha-das-lajes.html) o programa de dimensionamento de
estruturas de concreto Eberick, quando executa a analise linear eléstica de uma estrutura, a

realiza da seguinte forma:
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e Primeiro, sdo montados os painéis de lajes, pavimento a pavimento;

e Em seguida, as reacdes das lajes sdo transmitidas as vigas onde estas se apoiam;

e Depois, ¢ montado o portico espacial da estrutura, considerando o carregamento
que foi calculado para as lajes;

e Por fim, o pértico é processado e os esfor¢os solicitantes sdo utilizados parao di-
mensionamento dos elementos estruturais;

e A anélise das lajes, especificamente, consiste em discretizar o painel de lajes do
pavimento (ou uma laje isolada) em um modelo de grelha plana.

O estudo deste modelo seré descrito no item 3.3 deste trabalho, onde sera verificado
gue 0s momentos negativos solicitantes nos bordos apoiados ndo sdo determinados, ndo se
admitindo assim um certo grau de engaste entre a laje e as vigas de bordos.

Segundo o manual on-line CAD/TQS (http://www.tgs.com.br/conheca-os-sistemas-
cadtgs/dimensionamento-e-detalhamento/dimensionamento-de-lajes):

e O célculo das armaduras pode ser baseado em modelos de grelha ou elementos fi-
nitos, ou através de processos simplificados.

e Os processos simplificados permitem o célculo rapido de lajes através de métodos
aproximados, devendo ser usado exclusivamente para lajes de pequenas dimensdes
e comportamento bem conhecido.

e Ja, o dimensionamento baseado no método das grelhas permite um célculo mais
preciso de qualquer tipo de lajes nos pavimentos.

e (Caso o engenheiro utilize outra opcdo sendo a simplificada para a obtencdo dos
esforcos solicitantes, como através do Método dos Elementos Finitos, o esforgo
computacional serd bem maior se comparado ao método simplificado, porém serdo
calculados os momentos negativos nos bordos.

Outra opcdo para 0s engenheiros ¢ modelar uma estrutura de concreto armado em um
programa computacional de andlise estrutural e, com a definicdo dos esfor¢os solicitantes,
dimensionar as pecas de concreto armado que compdem a estrutura total. Utilizando esta
opc¢éo, o tempo para a conclusdo do projeto estrutural aumenta em relacéo a utilizar méto-
dos simplificados, porém os resultados obtidos serdo mais precisos do que utilizando os
tais métodos. Esta hipdtese implica menor “producao” em um escritorio de célculo estru-

tural.
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1.4  Contribuicdo deste trabalho para resolver o problema

As tabelas que se tem conhecimento para determinacdo dos momentos solicitantes
ndo consideram o coeficiente de Poisson para o concreto armado com valor compativel
com a NBR 6118(2014). As tabelas de Czerny consideram coeficiente de Poisson igual a
zero, Barés considera coeficiente de Poisson igual a 0,15, por exemplo. Neste trabalho se-
rédo desenvolvidas tabelas, tanto para lajes apoiadas nos bordos como para lajes engastadas.
As tabelas, no caso de lajes apoiadas nos bordos, foram desenvolvidas com base no estudo
do comportamento estrutural elastico das placas, apresentado no Capitulo 3 e foram obtidas
através da aplicacdo de métodos para solugdo de placas (Método de Navier e Método dos
Elementos Finitos), apresentados no Capitulo 3. No Capitulo 5, sdo desenvolvidas as apli-
cacOes dos métodos citados. Sdo desenvolvidos dois métodos, um analitico (Navier) e
outro numérico (Método dos Elementos Finitos), com o objetivo de validar o método nu-
mérico, comparando os resultados por ele fornecidos com os resultados obtidos analitica-
mente.

A primeira parte deste trabalho ndo resolve a questdo da reducdo nos momentos po-
sitivos em decorréncia do certo engastamento entre a laje e a viga, uma vez que na tabela
inicialmente gerada, os quatro apoios serdo considerados perfeitos (momento negativo
nulo), porém, em relagdo a outras tabelas, corrige a falha no valor do coeficiente de Pois-
son, tomado igual a 0,20 conforme preconizado na NBR 6118(2014).

Verificada a convergéncia dos resultados por ambos os métodos, 0 método numeérico
pode, entdo, ser aplicado a situacdes que extrapolam o método analitico, no caso, placas
com bordos apoiados em vigas, considerando um certo grau de engastamento entre laje e
vigas, e ndo o paradigma de apoio perfeito. As tabelas geradas através destes procedimen-
tos ddo origem a abacos, sendo ambos apresentados no Capitulo 6, onde sdo feitas discus-
sbes a respeito dos resultados obtidos. Por fim, a partir dos procedimentos de dimensiona-
mento de lajes macicas de concreto armado, apresentados no Capitulo 5, sdo apresentados,
também no Capitulo 6, exemplos de modo a verificar se é satisfatéria a armadura minima
prevista pela NBR 6118(2014) para lajes com bordos apoiados em vigas, sem continuidade
com outras lajes.

Portanto, em uma segunda parte deste trabalho, obtém-se 0s momentos negativos nos
bordos de uma laje simplesmente apoiada nos quatro bordos em vigas e 0s respectivos
momentos positivos com a reducdo decorrente deste certo engastamento, conforme ilustra

a Figura 1-9 para a direcdo x e Figura 1-10 para direcdo y.
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A Figura 1-9 ilustra o diagrama de momentos fletores (DMF) na direcéo X, conside-

rando certo engastamento entre laje e vigas de bordo
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Figura 1-9 - Diagrama de Momento Fletor (DMF), direcéo x.

A Figura 1-10 ilustra o diagrama de momentos fletores (DMF) na direcdo y, consi-

derando certo engastamento entre laje e vigas de bordo

Figura 1-10 — Diagrama de Momento Fletor (DMF), direcédo y.

Estes momentos serdo comparados, no capitulo 7, com 0s momentos positivos, con-
siderando apoio perfeito e momento negativo nulo nos bordos das lajes.

Para esta situacdo o digrama de momentos fletores é definido conforme Figura 1-11
e Figura 1-12.

A Figura 1-11 ilustra o diagrama de momentos fletores (DMF) na direcdo X, consi-

derando apoio perfeito nos bordos.

Figura 1-11 - Diagrama de Momento Fletor (DMF), diregéo x.

A Figura 1-12 ilustra o diagrama de momentos fletores (DMF) na direcéo y, consi-

derando apoio perfeito nos bordos.
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Figura 1-12 - Diagrama de Momento Fletor (DMF), diregéo y.

Assim sendo, pode-se obter os momentos negativos nos bordos, bem como o mo-
mento positivo com reducdo devido ao certo engastamento laje com vigas de bordos, com
0s seguintes procedimentos.

e Define-se a razdo entre a rigidez a tor¢éo da viga e o valor da rigidez a flexao
da laje (conforme descrito no capitulo 6).

e Define-se a razdo b/a onde b é o maior vao e a 0 menor vao da laje, tal razdo
sera definida com A(lambda). A =b/a

e Com os dbacos definidos no capitulo 6, encontram - se as seguintes relacoes:
mx* L/ mx*P, my*"L/ my*P, nx'L/ mx*P, ny’'L/ my*P, os coeficientes mx*L ,
my*L, nx'L e ny'L para obtencdo dos momentos fletores solicitantes nas lajes
séo ilustrados na Figura 1-13 e na Figura 1-14.
Os valores de mx*P e my*P, ilustrados na Figura 1-15 e na Figura 1-16, serdo
definidos no capitulo 2 e a razées mx*L/ mx*P, my‘L/ my*P, nx'L/ mx*P,

ny'L/ my*P serdo definidas no capitulo 6.

A Figura 1-13 ilustra o aspecto do DMF (diagrama de momentos fletores) supondo

0 certo engaste entre laje e vigas de bordo na direcédo x.

¢ "5

Figura 1-13 - Diagrama de Momento Fletor (DMF), direcdo x.

A Figura 1-14 ilustra o aspecto do DMF (diagrama de momentos fletores), supondo

0 certo grau de engaste entre laje e vigas de bordo na direcéo y.
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Figura 1-14 - Diagrama de Momento Fletor (DMF), direcéo y.

A Figura 1-15 ilustra o aspecto do DMF (diagrama de momentos fletores) conside-

rando apoios perfeitos nos bordos na direcéo x.

Figura 1-15 - Diagrama de Momento Fletor (DMF), direcéo x.

A Figura 1-16 ilustra o aspecto do DMF (diagrama de momentos fletores) conside-

rando apoios perfeitos nos bordos na diregéo y.

Figura 1-16 - Diagrama de Momento Fletor (DMF), direcédo y.

1.5 Descricdo dos Capitulos

O presente trabalho esta dividido em 8 capitulos: Introducdo, Anéalise da Placas, Re-
solucdo de Placas, Lajes em Concreto Armado, Aplicacdes, Abacos, Placas Engastadas e
Conclusoes.

O primeiro capitulo contextualiza o trabalho, descreve seus objetivos e aplicagdes, a
metodologia adotada e a organizacéo do contetdo. Também apresenta a descri¢ao do pro-
blema e a descrigédo das solucdes.

No Capitulo 2 é apresentada a Analise de Placas segundo os conceitos de Elastici-
dade, descrevendo as equagdes geométricas e constitutivas, as solicitacdes e as equagdes

de equilibrio da Teoria de Kirchhoff.
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O Capitulo 3 trata, especificamente, da Analise de Placas, onde sdo apresentadas al-
gumas solugdes que podem ser aplicadas para a obtencdo dos esforgos em placas: Método
de Navier, Método dos Elementos Finitos, Método das Grelhas e solucdes tabeladas.

No Capitulo 4 sdo descritos os procedimentos adotados para o dimensionamento de
lajes em concretos armado, incluindo as prescricdes normativas e as equacdes utilizadas
nos dimensionamentos usuais.

No Capitulo 5, que esta dividido em duas partes, sdo apresentados os resultados ob-
tidos das andlises realizadas. A primeira parte, apresenta as solicitacGes obtidas para uma
placa apoiada nas quatro bordos, considerando apoio perfeito, pelo método de Navier e
pelo Método dos Elementos Finitos. A segunda parte mostra as solicitagbes obtidas em
uma laje de concreto armado, com as mesmas dimensdes da placa resolvida na primeira
parte, porem considerando um certo grau de engastamento entre a laje e as vigas de bordo,
variando a altura de tais vigas, modificando assim o valor da coeficiente de rigidez torcio-
nal destas.

Os resultados no Capitulo 5, foram sintetizados no Capitulo 6, na forma de tabelas e
abacos comparativos, que foram confeccionados em funcédo da razdo entre coeficientes para
obtencdo dos momentos em lajes com bordos apoiados em vigas, com diferentes valores
de rigidez a torcdo e coeficientes para obtencdo dos momentos em placas, considerando
apoios perfeitos nos bordos.

No Capitulo 7 sdo apresentados os resultados de solicitacfes obtidos para lajes en-
gastadas, através de um modelo desenvolvido no programa computacional SAP2000 (CSl,
2000). Os resultados do modelo proposto foram validados segundo as tabelas de TI-
MOSHENKO e KRIEGER (1959). A partir da validag&o dos resultados, foram feitos todos
0s 9 casos de lajes propostos pela tabela de Czerny (SANTOS, 2014) e Barés (Pi-
nheiro,2010), para possibilitar a comparacdo dos resultados.

No Capitulo 8 foram apresentadas as considerac@es finais e conclusdes.
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2. TEORIA DE PLACAS

21 Conceitos de Placas

Placas sdo elementos estruturais nos quais a espessura é bem menor do que as duas

outras dimensdes sendo assim considerada um elemento bidimensional.

Segundo TIMOSHENKO e KRIEGER (1959), as propriedades de flexdo de uma

placa dependem majoritariamente da sua espessura se comparada com as outras dimensoes.

Se as deflexGes w de uma placa sdo pequenas em compara¢do com a espessura h,
uma teoria aproximada muito satisfatoria de flexdo de placa, para cargas perpendiculares
ao plano médio da placa, pode ser desenvolvida fazendo as seguintes suposicdes:

1. Né&o hé deformacéo no plano médio da placa.
2. As secOes verticais da placa permanecem com a mesma configuracédo
geométrica depois da flexao.

3. Astensfes normais ao plano médio da placa podem ser desconsideradas.

Usando estas suposicdes, todas as componentes de tensdo podem ser expressas pela
deflexdo w da placa, a qual é funcdo das duas coordenadas no plano da placa. Esta funcéao
tem que satisfazer a equacdo diferencial linear parcial, a qual, junto as condi¢bes de con-
torno define completamente w. Assim, a solucdo desta equacdo fornece toda a informacéo
necessaria para calcular tensées em qualquer ponto da placa.

A segunda hipdtese é equivalente a desconsideracao do efeito das forgas cortantes
nas deflexdes das placas. Esta hipotese é usualmente satisfatoria, mas em alguns casos (por
exemplo, no caso de aberturas na placa) o efeito do esfor¢o cortante se torna importante e
algumas correc¢des na teoria das placas finas devem ser introduzidas.

Se atuarem outras cargas, além das cargas perpendiculares ao plano médio da placa,
a primeira hipotese ndo se sustenta mais, e é necessario considerar o efeito das tensdes
normais ao plano médio da placa. Isto pode ser feito introduzindo alguns termos adicionais
dentro da equacdo diferencial das placas mencionada acima.

A flexdo de uma placa € acompanhada pela deformacéo unitaria no plano médio, mas
alguns calculos mostram que as tensdes correspondentes ao plano médio sdo insignificantes

se as deflexdes na placa sdo pequenas em comparagdo com a sua espessura. Se as deflexdes
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ndo sdo pequenas, estas tensdes suplementares devem ser tomadas em consideracdo na de-
finicdo da equagdo diferencial das placas. Desta forma, obtém-se equagdes ndo lineares e
a solucdo do problema se torna muito mais complicada. No caso de grandes deflexdes,
deve-se distinguir entre lados imoveis e lados livres de movimento no plano da placa, os
quais poderiam ter uma relevancia consideravel nas magnitudes das deflexdes e tensGes da
placa. Devido a curvatura do plano médio deformado, as tensdes de tracdo suplementares
- as quais predominam — agem em sentido oposto as cargas laterais dadas, de modo que a
carga dada é agora transmitida parcialmente pela rigidez a flexao e parcialmente pela a¢éo
da membrana da placa. Consequentemente, placas muito finas com resisténcia a flexao
insignificante se comportam como membranas, exceto talvez no lado onde a flexdo poderia
ocorrer por causa das condi¢fes de contorno impostas a placa.

O caso de uma placa curvada em uma superficie desenvolvida, particularmente uma
cilindrica, deve ser considerado como uma excecdo. As deflexdes de tal placa poderiam ser
da ordem da sua espessura sem necessariamente produzir tensées de membrana e sem afe-
tar o carater linear da teoria da flexdo. Porém, as tensdes de membrana aumentariam em tal
placa se os seus lados fossem imoveis no seu plano e as deflexdes suficientemente grandes.
Portanto, em placas com pequenas deflexdes as forcas de membrana causadas pelos lados
imoveis no plano da placa podem ser praticamente desconsideradas.

A teoria aproximada de placas finas, discutida antes, torna-se imprecisa no caso das
placas de espessura consideravel, especialmente no caso de cargas altamente concentradas.
Em tal caso, a teoria de placa grossa deveria ser aplicada. Esta teoria considera o problema
das placas como um problema tridimensional de Elasticidade. A andlise das tensdes se
torna, consequentemente, mais complicada e, até agora, o problema é resolvido completa-
mente somente para uns poucos casos particulares. Usando esta analise, podem ser intro-
duzidas as correcOes necessarias para a teoria das placas finas, nos pontos de aplicacdo das
cargas concentradas. (TIMOSHENKO e KRIEGER, 1959).
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2.2  Estudo das Solicitacbes Normais

A Figura 2-1 apresentar as solicitagdes normais presentes em uma placa.

Figura 2-1 — Solicitagdes normais.

Considerando apenas a dire¢do x a carga Ny, normal ao plano da placa, tera como

valor critico para efeito de flambagem o valor dado pela equagéo (2.1).

(N er =—5

a?

)

Na equacdo (2.1), (N,).- é a carga normal critica para efeito de flambagem, a é a
dimensédo da placa na direcdo x, b é a dimensdo da placa na direcdo y e D € a rigidez a
flexdo da placa, que é uma constante elastica, dada pela equacéo (2.2).

E.t3 (2.2)
b=5a—wm

Na equacdo (2.2), t é a espessura da placa, v € o coeficiente de Poisson do material

e E é o modulo de elasticidade do material.
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2.2.1 Placas Espessas

S&o consideradas placas espessas as placas onde existindo um esforgo normal atu-
ante na sua secdo transversal este € muito menor que o valor do esfor¢o definido como
carga normal critica, definido na equacédo (2.2). O esforco horizontal da carga de vento
atuante em uma edificacdo, por exemplo, atua na direcdo normal a secdo transversal da
laje. No entanto, tal esfor¢co é muito menor que o valor da carga normal critica.

As teorias de Reissner — Mindlin e Teoria de Kirchhoff, sdo oriundas do conceito
de placas espessas.

A teoria de Reissner — Mindlin define que os deslocamentos transversais w(Xx,y)
dependem de deformacdes por flexdo e por cisalhamento. A carga axial N, ndo influencia
os deslocamentos transversais, sendo seus efeitos analisados independentemente.

A Teoria de Kirchhoff define que na composicéo dos deslocamentos transversais
w(X,y) considera-se apenas as deformacoes por flexdo. Os efeitos da carga axial sdo anali-
sados isoladamente (KIRCHHOFF, 1850 e VALERIANO ALVES, 2009).

Este trabalho tratara do estudo das placas baseado na teoria de Kirchhoff, portanto
serdo apenas consideradas as deformacdes por flexao.

2.2.2 Placas Esbeltas

As placas esbeltas sdo definidas pela relacdo entre a espessura e sua menor dimenséo,
devendo ser inferior a 1/20 (UGURAL, 1981).

Segundo a teoria de Von Kéarman, para essas placas o campo de deslocamentos trans-
versais w (x,y) depende das deformacdes por flexdo e da carga axial N,.. (VON KARMAN,
1910 e e VALERIANO ALVES, 2009).

Neste trabalho serdo estudadas apenas as placas de Kirchhoff, por se tratar de um

estudo sobre lajes.

2.3  Placa de Kirchhoff
2.3.1 Equacdes geométricas para placas de Kirchhoff em coordenadas retangulares

A Figura 2-2 apresenta o sistema de eixos e deslocamentos que serdo utilizados no

estudo das placas segundo a teoria de Kirchhoff.
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Qrigem no plano médio

Deslocamentos:

Figura 2-2 — Sistema de eixos e deslocamentos.

As seguintes hipéteses basicas serdo consideradas:

1. O plano médio da placa permanece indeforméavel apos a flexdo;

2. Secdes planas normais ao plano médio da placa permanecem planas e normais
apods a flexdo. Isto significa que as distorgdes no plano Xz e yz (v, ¥xz) € a de-
formacdo normal &, sdo desprezadas. A deflexdo das placas é entdo decorrente,
exclusivamente, das deformacdes por flexdo. (UGURAL, 1981);

3. A tensdo normal na direcdo z pode ser desprezada (o, = 0).

2.3.2 Geometria deformada da placa de Kirchhoff na direcéo x

Na Figura 2-3 é apresentada a geometria deformada da placa quando submetida a um

carregamento transversal na direcao X.
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Figura 2-3: Geometria deformada na direcéo x.

Com base na Figura 2-3 e considerando a teoria de Kirchhoff, as seguintes conside-
racdes sao feitas (SOUZA e CUNHA, 1998):

a) O material da placa é linearmente elastico, continuo, homogéneo e isotropico;

b) A espessura da placa é pequena quando comparada as outras dimensdes;

c) As rotacdes da superficie média tém angulos pequenos em comparacgdo a unidade;

d) As deflexdes sdo pequenas quando comparadas com a espessura da placa;

e) Linhas retas, inicialmente normais a superficie média, permanecem retas e normais
a superficie média apos as deformacdes;

) As deflexdes da placa sdo normais ao plano indeformado inicial;

g) As tensdes normais a superficie média sdo despreziveis.
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A rotacdo, deslocamento, curvatura e deformacao na direcdo x da placa sédo dados
respectivamente pelas equacdes (2.3), (2.4), (2.5) e (2.6). (ALVES, 2009).

ow (2.3)
O = — E = Wy
U= ¢y.2= —ZWy 2.4)
kx ] Lﬁ E W,xx
(1+ w,2)? (2.5)
Ju
€x = 5 T W (2.6)

2.3.3 Geometria deformada da placa de Kirchhoff na direcéoy

Na Figura 2-4 é apresentada a geometria deformada da placa na direcéo y.

L
o
-

L dW 4
w+ 7y d}

0,4 29

- n‘
raio de curvatura naﬂ__) d&

direcioy

Figura 2-4: Geometria deformada na direcéo y.
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Com base na Figura 2-4 e considerando a teoria de Kirchhoff, a rotacdo, desloca-

mento, curvatura e deformacéo na direcdo y da placa serdo dados respectivamente pelas

equacdes (2.7), (2.8), (2.9) e (2.10). ALVES( 2009).

ow
d)y = E = Wx
v=—¢,.z2= —zw,
_ W yy "
ky = 32 — Wy
(1+ wy?)
v
y = @ ZWyy

2.3.4 Solicitacbes por momento

A Figura 2-5 apresenta as solicitacbes por momento na placa.

2.7)

(2.8)

(2.9)

(2.10)

Figura 2-5: Solicitagdes por momento.

As tensdes conforme observadas na Figura 2-5, o, 0, . T, apresentam variagdo

linear assumindo valores extremos nas superficies (superior e inferior) e valor nulo na su-

perficie média. As tensdes integradas ao longo de uma faixa de comprimento unitario de-

finem as solicitagdes, momentos por unidade de comprimento (T) no sistema internaci-

onal de unidades, ALVES (2009).

t/2
szf Oy.2.d,
—t/2

(2.11)
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Resolvendo a integral da equacdo (2.11), obtém-se a expressdo para 0 momento fletor

M,,, apresentada na equacao (2.12):

2.12
Mx = —D(Wx 4+ VW, ) (212)

Analogamente a equacéo (2.12), os momentos fletores M,, e M,.,, séo dados respecti-

vamente pelas equaces (2.13) e (2.14).

My = —=D(Wyy + VWi ) (2.13)

Mxy = —=D(1— v)W,, (2.14)

2.3.5 Equacdes de equilibrio

Inicialmente sdo desenvolvidas as equacdes de equilibrio (2.15), (2.16) e (2.17). A
partir do desenvolvimento das equac6es de equilibrio chega-se a equacgéo da placa, equacéao
(2.19). (ARAUJO 2014).

Na Figura 2-6 € apresentado o esquema de resultante de forcas e de momento na
placa.

M q.dx.dy

2Mr ay).dx
2V -

b

(M= +

(Mx+2Mm ). ay

(Q‘.+5§:dy).dx (Qx+é§$ dx).dy

Figura 2-6: Esfor¢os na placa.
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Do equilibrio de forgas na direcdo z (3 E, = 0), obtém-se:

00, 00y, (2.15)
ax + W-I_ q=0

Do equilibrio de momentos em torno da direcdo x (3 M, = 0), obtém-se:

oM, OM, (2.16)
ox Tay W0

Do equilibrio de momentos em torno da diregdo y (¥ M,, = 0), obtém-se:

oM, OM,, (2.17)
ax dy — =0

Com as equacdes (2.16) e (2.17) aplicadas na equacdo (2.15) obtem-se a equa-
¢a0(2.18)
9°M, 20°M 0*M 2.18
=+ 24— 4+q=0 (2.18)
0x? d0xdy dy?

Escrevendo a equacdo (2.18) em termos de deslocamentos, obtém-se a equagdo
(2.19):

0w N 20%w N d'w q (2.19)
dx* ~ 0x?0y? dy* D
A equacéo (2.19) pode ser escrita entdo na forma da equacéo (2.20):
=1 (2.20)
Vi*w D
O operador bi-harmdnico V#() é definido conforme a equacéo (2.21).
o*() , 20*() ,9*() (2.21)

4 —
Vo= dx* +6x26y2 M dy*

A equacdo (2.20) é a equacdo diferencial da placa.
Embora as deformacdes correspondentes aos cortantes (v, ¥y, ) sejam despreziveis,

0s cortantes devem ser considerados no equilibrio de forga.
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3. METODOS DE SOLUCAO

3.1  Método de Navier para placas com apoios perfeitos

Em uma placa retangular submetida a um carregamento transversal distribuido por
area se for determinada a funcao w(x,y), que satisfaca a equacéo diferencial e as condi¢bes
de contorno da placa, é possivel conhecer o comportamento estrutural desta placa.

Uma solucéo possivel para a equacdo das placas € a solugdo proposta por Navier em
1820, que considera uma funcdo em série dupla de Fourier com senos, que sera apresentada
a seqguir. Essa solucdo so se aplica a placas apoiadas em todos os bordos. Caso existam
engastes nas placas devem ser aplicadas outras soluc¢des analitica, como 0 método de Lévy.

Inicialmente sdo consideradas placas no plano xy, com bordos apoiados paralelos a
estes eixos e carga senoidal perpendicular ao plano da placa.

A Figura 3-1 apresenta os eixos adotados.

Figura 3-1: Eixos.
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A Figura 3-2 esboca o deslocamento transversal e o carregamento atuante

perpendicularmente ao plano da placa.

a(xy)

a0

wixy)

Figura 3-2: Deslocamento e carregamento.
Conforme exposto acima, uma solucédo possivel para a equacgéo das placas € a solucao
de Navier, considerando uma funcéo em série dupla de Fourier com senos como carrega-

mento q(x, y), atuando sobre a placa, perpendicularmente ao seu plano, da forma da equa-
cao (3.1).

q(x,y) = q.sin (%) .sin (%) (3.1)

O campo de deslocamentos da placa sera admitido conforme a equacéo (3.2), onde

C é uma constante:

w(x,y) = C.sin (%) .sin (%) 52)

Com as equacdes (3.1) e (3.2), fica definida a equacéo (3.3):

mt % = % sin (n. x) .sin (n. y) (3.3)

A partir da equacéo (3.3), obtém-se o valor da constante C:
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q.a*.b* (3.4)
n*.D.(a? + b?)2

Substituindo a equacdo (3.4) na equacdo (3.2), obtém-se a equacéo (3.5):

4 4
w(x,y) = n4.(i).i‘[(a.2b+ BE sin (%).sin (%)

(3.5)

Considerando um carregamento na forma geral da equacdo (3.6), com q,, sendo um
valor a determinar:

q(x,y) = Qmn - Sin (mzlx).sin (mz y)

Sendo m e n na equacdo (3.6) o nimero de meias ondas, a partir da equacdo (3.5),

(3.6)

obtém-se o campo de deslocamentos dado pela equacéo (3.7):

B Gmn-a* . b* . mm.x\ (MY
wlxy) = *.D.(a2.n2 + b2.m?2)2 sm( a ).sm( b )

(3.7)

Entéo, pode-se obter os deslocamentos da placa para um carregamento escrito como
uma funcéo dupla de senos, comm,n=1, 2, 3,4, 5...
Decompondo o carregamento em termos de uma série dupla de senos, obtém-se a

equacéo (3.8):

[00]

q(x,y) = Z i G - SID (mZ' x) . (mz Y ) (3.8)

m=1n=1

Para o carregamento dado na equacéo (3.8), o campo de deslocamentos transversais
na placa é dado pela equacdo (3.9) e os momentos fletores solicitantes sdo dados pelas
equacdes (3.10), (3.11) e (3.12).

(3.9)

o Gmn-a* . b* . mm.x\ _ (MY
wlxy) = ZZn4.D.(a2.n2+ b?.m?)? sm( a ).sm( b )

m=1n=1
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Mx = —D(Wxx 4+ VW, )

My = _D(W,yy+ VW )

Mxy = —=D(1— v)wy,

(3.10)

(3.11)

(3.12)

Voltando a equacdo (3.8), multiplicando-se ambos os lados por sin (%) e

sin (%) e integrando no dominio:

b'y).q.sin

No primeiro membro da equacéo (3.13), as seguintes expressdes sao obtidas:

a . mmn.x .
" sin ( ) sin
0 a

a . mm.x . m.m.x a
) sm( )sm( )dxz— sem=m
0 a a 2

(m':'y) dx = 0 sem#m

[sn (5220 (52 = 0 seme

b . nm. . n.m. b
) sm( y)sm( y)dy=—sen=n'
0 b b 2

(3.13)
(5on (152)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)

Desenvolvendo a equacao (3.13) a partir das equacdes (3.14), (3.15), (3.16) e (3.17),

a expressdo geral para o coeficiente q,, € portanto:

mn = %bjoa ]Obq(x, y).sin (m'Z' x) sin(

Para um carregamento uniforme g = constante

m.m.x n.m.
u= e = LYY
a b
du _ mm dv _ nm
dx  a dy T b

. (3.18)
n Z >) dx. dy

(3.19)

(3.20)
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Substituindo na equacéo (3.18) as equaces (3.19) e (3.20):

_4.qfafb - m.m.x _ nmydu.a dv.b (3.21)
R A A N AT
_ 4 f“fb  m.m.x _ nmydu.a dv.b (3.22)
Qmn =0 o Jo T i hm
_ 4q.ab ( m.n.x]a) ( n.n.y]b> (3.23)
Un = e\ g o) oSy 0
4.q9.a.b (3.24)
Gnn = 5~ ——3- (=cosm.m+1) .(—cosn.m+ 1)

Param e n pares: (cosm.m)=1e (cosn.m)=1 logo:

—cosm.mt+ 1=0¢€e —cosnm+ 1 =0
Paramenimparescosm.m=-1e—cosn.m=-1

—cosm.m+ 1=2¢€e —cosnm+ 1 =2

Logo m e n necessariamente terdo que ser nUmeros impares. Entdo, a equacao (3.24):

serd escrita para m e n impares conforme equagao (3.25)
16.q (3.25)

m.n.mw?

qmn

Seja:
b :
A=—sendo b >a (3:26)
a
Voltando a equacdo (3.10), desenvolvendo-a e usando a definicdo da equacdo (3.26),

obtém-se a equacao (3.27).

o 2 (A2mE 4 vnd) g, | momx | MLy
Mx = az_z Z ZmZ+n2)? 2 .sin 7 .sin 5 (3.27)
m=1n=1
Na equacdo (3.27), m = 2m —len = 2n —1,comm=n= 1,234.........
Portanto, a equacao (3.27) é valida apenas com valores impares para m e n.
Inserindo a equacdo (3.25) na equacdo (3.27), obtém-se a equacéo (3.28):

" S A2 (Zm2+vn?) 16g 1 mmx | nmy
Mx:a.ZZ (2.m2 + n2)? o gz S . sin— (3.28)

m=1n=1
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Usando apenas valores impares para m e n na equacéo (3.28):

A2.(2%2.2m-1)%+v.(2n-1)?) 16q 1 (2m-1).m.x sin (2n-1)..y

Mx = a*. X1 ¥ne (A2.2m-1)2+(2n-1)2)2 " (2m-1).(2n-1) 7" sin a ' b

(3.29)

Voltando a equacéo (3.11), desenvolvendo-a e inserindo a equacdo (3.25) e usando

a definicdo da equacéo (3.26), obtém-se:

y Zz/lz.(v./lz.m2+n2) 16g 1 . mmx  nmy 230
y=a (12.m? + n?)? mnmzz ST g T (3.30)

m=1n=

Usando apenas valores impares para m e n na equacao (3.30):

My =
2 A2 (v.A2.2m-1)%+(2n-1)?) 16q 1 . @m-Dnrx . (@2n-1.my
a 'Zm=12n=1 (A2.2m-1)2+(2n-1)2)2 " (2m-1)(2n-1)rn? nz'SIH a -Sin b
(3.31)

Voltando a equacgéo (3.11), desenvolvendo-a e usando a definicdo da equacdo (3.26),

obtém-se a equacdo (3.32).

[ee] (o] 3
2 -1 —-v).’m.n qu, m.m. x n.m.y
a : .COS .Cos
=1ln

~ (12.m? 4+ n?)? "~ nm? a b
Inserindo a equacdo (3.25) na (3.32):
-2 i i —(1-v).23m.n 16qg 1 m.m.x n.my

. —.cos .COS
(12.m2 4+ n?)?2 ‘'mn.n?. n? a b
m=1n=1

Usando apenas valores impares para m e n na (3.33):
Mxy =

-(1-v).23(2m-1).(2n-1) 16q 1 (2m-1).mx @2n-1).my
@ Ym=12n=1 12.2m-1)2+(2n-1)2)2 " (2m-1)(2n-1).n2. 72" - €OS

b
(3.34)

32



Este trabalho ndo tem o objetivo de desenvolver as equacdes para determinar 0s
valores de cortantes, cortantes efetivos e reaces nos cantos. Isto porque, conforme expli-
cado no item 2, o estudo das placas neste trabalho é feito com base na teoria de Kirchhoff,

que considera apenas as deformacdes por flexao.

3.2 Solugdes via Método dos Elementos Finitos
3.2.1 Histéria e conceitos fundamentais do método dos elementos finitos

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é uma técnica numeérica para solucéo apro-
ximada de equacdes diferenciais parciais. Na engenharia, problemas como analise de ten-
sOes, escoamento de fluidos e transferéncia de calor s&o resolvidos computacionalmente
por intermédio deste método.

O MEF teve o seu desenvolvimento iniciado nos anos de 1950 pela industria aeroes-
pacial. Os professores da universidade de Berkeley R. Clough, E. Wilson (desenvolvedor
de um dos primeiros programas de MEF) e R.L. Taylor seguidos por seus alunos T.J.R.
Hughes, C. Felippa e K.J. Bathe estdo entre os pioneiros no estudo do MEF. Outros pes-
quisadores importantes neste periodo foram O.C. Zienkiewicz, R.H. Gallagher, B. Irons,
R. Owen, J.H. Argyris e J.T Oden. Maiores detalhes da histéria e desenvolvimento do MEF
podem ser encontrados em FISH e BELYTSCHKO( 2007).

Para a utilizacdo do MEF é necessario transformar a formulagéo forte do problema
em uma formulacéo fraca. A formulacéo forte ou diferencial do problema consiste na con-
sideracdo das equacBes governantes e condi¢bes de contorno de um determinado sistema
fisico. As equacBes governantes sao geralmente equacdes diferenciais parciais, sendo que
no caso unidimensional estas se tornam equacdes diferenciais ordinarias. A formulacdo
fraca ou variacional é uma forma integral das equacdes governantes e condi¢des de con-
torno do problema. Na mecanica dos sélidos, o principio do trabalho virtual é equivalente
a formulacdo fraca. Em outros métodos numéricos, como o método das diferencas finitas,
a formulacéo fraca ndo é necessaria e as equagdes diferenciais sao convertidas diretamente
em um sistema de equacdes lineares (FISH e BELYTSCHKO, 2007). Esquematicamente,

0 MEF pode ser representado da seguinte forma (Figura 3-3):

33



Formulacao forte

A 4

Formulacao fraca

Funcdes de
aproximagao

Sistema de equacodes
lineares

Figura 3-3: Representacdo esquematica do MEF.

Matematicamente, a formulacdo forte de um problema pode ser expressa por um ope-

rador diferencial A(u) que atende um conjunto de equacdes diferenciais (ZIENKIEWICZ

e TAYLOR, 2000):

(A1 ()
Ay (u)

A(u) =«

\A,, .(u)J

b =0

(3.35)

que devem satisfazer determinadas condi¢bes de contorno no dominio Q (Figura

3-5):

(B;(w))
B, (w)

B(u) = <

\B,, .(u))

y A

/

N

l"e

\B(u) =0

Subdominio Q¢

Figura 3-4: Dominio Q e contorno I" do problema.

(3.36)
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Nas equacdes (3.35) e (3.36) e na Figura 3-4, u é a incognita do problema, podendo

ser uma grandeza escalar ou vetorial. O MEF busca uma solucdo aproximada da forma:

n
uzﬁ=ZN,-a,- = Na (3.37)
~ i=1 ~ - -7 - -
onde N; sdo as funcbes de forma prescritas em termos das variaveis independentes
(coordenadas cartesianas, por exemplo) e a maioria ou todos 0s componentes de a séo
parametros a serem determinados. As fungdes de forma sdo usualmente definidas para os
elementos.

A formulacdo fraca, necessaria para obtencdo do sistema de equacdes lineares ou
discretas, pode ser obtida da seguinte forma (ZIENKIEWICZ e TAYLOR, 2000):

j G;(@)dn +f g;@dr=0 j=1,..,n (3.38)
0 r

onde G; e g; sdo fungGes ou operadores integraveis conhecidos.

A aproximacdo apresentada na equacao (3.38) é também definida por elemento:

m
fa,-d9+f gjdl”=2f G,-drz+f g;dl m=1,..nel (3.39)
) r = Jge re

onde nel é o nimero de elementos da discretizagao.

3.2.2 Método dos elementos finitos aplicado a teoria de Kirchhoff

Neste item sera desenvolvida a formulacdo de um elemento finito de placa (teoria de
Kirchhoff) com doze graus de liberdade. Nesta teoria, a deformacéo cisalhante é despre-
zada. Cada n6 do elemento possui trés graus de liberdade: um deslocamento w na direcao
Z, uma rotagdo 6, em torno do eixo x e uma rotagéo 6,, em torno do eixoy.

A Figura 3-5 esbo¢a um elemento retangular de placa com quatro nos (i, j, m, n) e

doze graus de liberdade.
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Figura 3-5: Elemento retangular de placa.

O vetor de deslocamento nodal no no i é expresso da seguinte forma (LOGAN, 2007):

di = {Qxi}
0y
As rotacdes estdo relacionadas ao deslocamento w pelas equacdes abaixo:
aw aw (3.41)
0, = +E 0, = ~ 3%

O sinal negativo de 6, € devido ao deslocamento positivo w, ocasionar uma rotagéo

negativa em torno do eixo X.

O vetor de deslocamentos do elemento é, portanto:

d;
a=19 (3.42)
dm
dn
Quanto a funcdo de deslocamento, devido aos doze graus de liberdade, o desloca-
mento w pode ser representado através de um polindmio com doze termos:

w (3.43)
= a; + ayx + azy + a,x? + asxy + agy? + a,x3 + agx?y
+ agxy? + a;0y® + a1 x3y + apxy’

O vetor de deslocamentos nodais d e o vetor u das func¢des de deslocamento globais

estdo relacionados da seguinte forma com a matriz N (func¢des de forma):

u=N-d (3.44)
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Maiores detalhes acerca da matriz N podem ser encontrados em (ZIENKIEWICZ,
2000 e COOK et al., 1988).

O vetor de curvatura k relaciona-se com o vetor de deslocamentos nodais d através

da equacéo:
(02w )
ax?
Ky PY I —2a, — 6a;x — 2agy — 6a,1xy
K=Ky} = ) b = —2ag — 2a9x — 6419y — 642Xy (3.45)
K, 3; —2as — 4agx — 4agy — 6a,,x* — 6a;,y?
20°w
\ 0dx0y/

= Bd

A matriz B € denominada de matriz de derivadas (ZIENKIEWICZ, 2000).

Conhecendo-se o vetor k, 0 vetor de momentos M é dado por:

M, Ky
M={M, =D, {Ky} = D,Bd (3.46)
My, Ky

Onde D, é a matriz constitutiva da teoria de Kirchhoff definida como:

1 v 0
D - Et> v 1 0 (3.47)
k 12(1-v2) [, 1-v
2

Onde t € a espessura da placa.

A matriz de rigidez local é determinada pela integral:

k =jjBTDdexdy (3.48)

Para o elemento em estudo (Figura 3-5), a matriz k possuira dimenséo 12x12.

O vetor de forcas de superficie F;, devido a um carregamento distribuido g por uni-

dade de area (atuando na direcédo z) é dado por:

37



F, =fstquxdy (3.49)

Onde N; é a parcela da matriz das func¢Ges de forma correspondente a aresta na qual
atua o carregamento distribuido q.

Finalmente, as equacgdes correspondentes ao elemento sdo definidas como:

fwi kip  kip o kipe [Wi]

foxi kyi  kpp v koo || Oxi| (3.50)
foyi | =l ks1 ki, - K32 i
Lfeyn} lk12,1 k12,12J Oyn

A montagem da matriz global de rigidez e aplicacdo das condi¢Ges de contorno é
feita da forma tradicional aplicada a outros tipos de elementos e mais detalhes podem ser
encontrados em ZIENKIEWICZ (2000) e COOK et al. (1988).

No programa SAP2000®, o elemento padrdo para modelagem do comportamento de
placas homogéneas é o elemento de placa delgada (teoria de Kirchhoff). A utilizacdo de
elementos de placa neste programa é feita mediante os elementos genéricos do tipo shell
(Csl, 2010).

3.2.3 Método dos elementos finitos aplicado a teoria de Mindlin

A teoria de Mindilin leva em conta a deformacéo cisalhante e pode ser utilizada tanto
para placas delgadas como para placas espessas. No entanto, quando utilizada em placas
delgadas, esta teoria pode levar a resultados menos precisos do que aqueles encontrados
com a teoria de Kirchhoff (COOK et al., 1988).

Alguns elementos de placa utilizados com a teoria de Mindlin sdo apresentados a
seguir. Cada no destes elementos possui 0s mesmos graus de liberdade mostrados no ele-
mento da Figura 3-6.

A Figura 3-6 e a Figura 3-7 mostram o esboco de alguns elementos de placa para

aplicacdo da teoria de Mindlin.
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1 2

—» X

Figura 3-6: Elemento bilinear.

ya 4 7

—» X

Figura 3-7: Elemento quadratico.

De forma analoga ao apresentado anteriormente, o vetor de deslocamentos nodais d
e o vetor u das funcdes de deslocamento globais estéo relacionados da seguinte forma com
a matriz N (funcdes de forma) (COOK et al., 1988):

w;
{Hxi
i 6’yi

N, 0 0 (3.51)
0 N, 0
0 0 N

w N
ex} _ Z
0y i=1

4

Onde N é o numero total de nds do elemento e d foi definido na equacao (3.40).
O vetor de curvatura k relaciona-se com o vetor de deslocamentos nodais d através

da equacéo:
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9y (3.52)
k=_{—2+-2}=B.d

A matriz B de derivadas é definida como:

[ 0 d/0x 0 10 0 N, /0x 0 1
| O 0 od/ay|| O 0 Ny/dy -] (3.53)
B=0N=| 0 9/9y a/ox|| 0 N,/dy N,/ox .|
|-a/0y 0 1 l=nyay o N, |
l—a/0x 1 o ll-njax N 0 .
Conhecendo-se o0 vetor k, 0 vetor de momentos M é dado por:
(06
dx (3.54)
a6,
dy
M=D <69"+69y>—1) B.d
M) 9y Toax [CTMT

9 aw

y ay

adw

L O =55 )
onde D,, é a matriz constitutiva da teoria de Mindlin definida como:
D, 0 0 (3.55)
Dy=[0 Gt 0
0 0 Gyt

Onde G,, e G,, sdo os modulo de elasticidade transversais dos planos corresponden-

tes.
A matriz de rigidez local pode entdo ser definida como:
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k =J..fBTDMdedy (3.56)

A equacdo (3.49) apresentada anteriormente, pode ser utilizada para definir o vetor
de forcas de superficie F;.

As equacdes do elemento, analogas a equacdo (3.50) da teoria de Kirchhoff, depen-
derdo do tipo de elemento utilizado.

A montagem da matriz global de rigidez e a aplicacdo das condi¢bes de contorno €
feita da forma tradicional aplicada a outros tipos de elementos e como citado anteriormente,
maiores detalhes podem ser encontrados em ZIENKIEWICZ (2000) e COOK et al. (1988).

O programa SAP2000®, utilizado neste trabalho, permite a utilizagio de elementos
de placa com a teoria de Mindlin através dos elementos genéricos do tipo shell (SAP2000,
2007).

3.3  Meétodo das grelhas

De acordo com PAULA (2007), as grelhas séo estruturas planas formadas por barras
coplanares rigidamente ligadas entre si e solicitadas por carregamento perpendicular ao
plano da estrutura. Para elementos de grelha, hd somente 3 (trés) tipos de solicitacao: es-
forgo cortante, momento fletor e momento torsor.

O método consiste em substituir a placa (laje) por uma malha equivalente de vigas
onde cada uma representa uma determinada faixa de laje como mostrado na Figura 3-7,

conforme a dimensao escolhida para a abertura da malha.
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A Figura 3-8 eshoca a malha equivalente de vigas.

Figura 3-8: Malha equivalente (Adaptado de CARVALHO e PINHEIRO, 2009).

Quanto aos carregamentos, considera-se que as cargas distribuidas atuantes no pavi-
mento se dividem entre as barras de grelha equivalentes de acordo com a rea de influéncia
de cada uma. As cargas podem ser consideradas uniformemente distribuidas ao longo das
barras da grelha ou entdo concentradas diretamente nos seus nos.

Algumas orientacdes auxiliam na definicdo da malha mais adequada visto que ha
uma variedade de formas, dimensdes e condic¢des de apoio da placa original, sendo elas
(CARVALHO e PINHEIRO, 2009):

a) Espacamento entre os elementos da grelha equivalente ndo deve ser superior a ¥
do véo;

b) Para analisar os efeitos localizados, o espacamento pode ser menor;

e Em bordas livres os elementos devem ser considerados passando a 0,3 h des-
sas bordas, sendo h a espessura do elemento;

c) Para placas pouco esconsas, 0s elementos da grelha podem ser admitidos ortogo-

nais;

d) Quanto menor for a largura e o0 comprimento das barras, e, portanto mais densa a
malha, melhores serdo os resultados;

e) Orificios na laje cuja maior dimensdo ndo exceda a 3h ndo precisam ser conside-

rados, a ndo ser que estejam muito proximos dos pilares.
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O célculo da inércia a flexdo (If) dos elementos de placa é realizado considerando-
se uma faixa de largura b, igual a soma da metade dos espacos entre os elementos vizinhos
e da espessura h da placa, sendo assim:

P (3.57)
I=37

E 0 momento de inércia a tor¢do (It) por elemento de placa é dado por:
It = bh’ = 2If (3:58)
6

O processo de analogia de grelhas esta sendo muito utilizado atualmente em progra-
mas computacionais de andlise de estruturas de concreto armado, pois permite a analise de
uma mesma situacdo sob diferentes pardmetros permitindo ao projetista a escolha mais
adequada.

Segundo COELHO (2013) este € um dos métodos usados no programa de computa-

dor Eberick para célculo de estruturas de concreto.

3.4  Solucbes Tabeladas

Conforme apresentado nesta dissertacéo, a partir das Teorias da Elasticidade e das
Placas é possivel obter uma equacdo que descreve o comportamento de uma laje. Usual-
mente, esta equacao é resolvida por um método numérico: método dos elementos finitos,
método dos elementos de contorno, método das diferencas finitas, método das grelhas e
método de Marcus por exemplo. As solu¢des numeéricas obtidas podem ser organizadas por
intermédio de tabelas que também sdo bastante utilizadas na préatica da Engenharia, como
as tabelas de Czerny desenvolvidas pela Teoria da Elasticidade SANTOS, 2014) e Bares,
desenvolvidas por intermédio do método das diferencas finitas (PINHEIRO, 2010). Alter-
nativamente, os momentos fletores e esforcos cortantes podem ser calculados pelo método
das Linhas de Ruptura (charneiras plasticas) (SANTQOS, 2014).

As tabelas de Czerny (Anexo A) e Bares (Anexo B) sdo utilizadas basicamente da
mesma forma. Os momentos positivos e negativos nas duas direcGes da laje sdo calculados

a partir dos parametros das tabelas e da relacdo entre os vaos (1, /1,). No caso da Tabela

de Czerny (Anexo A) apresentada em SANTOS (2011). por exemplo, os momentos fletores

séo dados pelas seguintes expressoes:
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pl%

X
2
m} = plx (3.60)
mx
_p (361)
my, = —m,
. pl2 (3.62)
my = m—y

Nas equacdes (3.59), (3.60), (3.61) e (3.62), p € a carga total uniformemente distri-
buida perpendicularmente ao plano da laje, m; € o momento fletor negativo no vdo menor,
my € o momento fletor positivo no véo menor, m;, € o momento fletor negativo no véo
maior e mJ; € o momento fletor positivo no véo maior. Além disso, —m,, m,, —m, e m,,
sdo o0s parametros obtidos a partir das tabelas de Czerny respectivamente para os calculos
de my, my, m; e m;.

As tabelas de Bares, apresentados em PINHEIRO (2010), podem também ser utili-
zadas para célculo dos momentos fletores de lajes armadas em uma direcéo.

De acordo com RUSSOWSKY (2014) o programa computacional CAD/TQS veri-
fica para o dimensionamento das lajes, as Tabelas de Czerny, quando a opc¢do do enge-
nheiro é pela utilizacdo o método elastico simplificado.

Um exemplo de aplicacdo do uso das tabelas é apresentado a seguir.

Seja calcular os momentos fletores solicitantes, em uma laje apoiada nos 4 cantos de
dimens6es 3m x 3,9 metros, considerando atuando perpendicularmente ao plano desta laje
uma carga distribuida de 15 kN/m2,

Utilizando Czerny (Anexo A):

%: Bég =1,3
Da tabela de Czeny obtém-se:
Caso 1 (lado com os 4 lados apoiados) e relacéo % = 1,3. Logo:
mx = 16,8
my = 30,9
Entdo:

., 15x3% B804kN-m
T 168 m

Mx
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15x32  436kN-m
309 m

My* =

Usando as tabelas de Bares (Anexo B):

_ 644x15x3%  8,69kN-m
N 100 m

+

X

_ 412x15x 32 556kN-m
- 100 m

+

My

Os valores obtidos séo diferentes uma vez que a tabela de Czerny usa coeficiente de
Poisson igual a zero e a tabela de Bares igual a 0,15. Uma das contribui¢Ges desejadas neste
trabalho é criar uma tabela com o valor preconizado na NBR6118(2014) para o coeficiente

de Poisson igual a 0,20.
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4. LAJES EM CONCRETO ARMADO

4.1  Dimensionamento
4.1.1 Determinacdo dos vaos livres e tedricos

Inicialmente, no projeto de lajes, sdo determinados os véos livres (l,), vao tedricos
ou efetivos (I.f) e a relagdo entre os véos tedricos (PINHEIRO,L.M., 2010).

O véo livre corresponde a distancia livre entre as faces dos apoios e para o caso de
balancos correspondera a distancia da extremidade livre até a face do apoio.

O item 14.7.2.2 da NBR 6118/2014 apresenta a seguinte expressao para calculo do

vao efetivo:

lef = lO + aq + a, (41)

Naequacdo (4.1), a, é igual ao menor valor entre (t, /2 e 0,3h) e a, é igual ao menor

valor entre (t,/2 e 0,3h), de acordo com a Figura 4-1:

A -

Figura 4-1: Vo efetivo.

Usualmente, as distancias dos vaos tedricos sdo consideradas iguais as distancias en-
tre 0s eixos dos apoios.

O menor véo tedrico é denominando de [, e 0 maior vdo de [,,. A razdo entre [,, e [,

¢ denominada de A:

A== 4.2)
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Costuma-se classificar as lajes de acordo com o valor de A da seguinte forma:
e 1 < 2:laje armada em duas direcdes;
e 1> 2:laje armada em uma direcéo.
As lajes armadas em duas dire¢des sdo dimensionadas para resistir a momentos fle-
tores nessas duas diregdes.
As lajes armadas em uma direcdo tém a sua armadura principal disposta na direcao
do menor véo, com o0 objetivo de resistir ao momento fletor nesta mesma dire¢éo. O di-
mensionamento da laje armada em uma direcdo é analogo ao de um conjunto de vigas-
faixa na direcdo do menor vao. Ainda com relacdo a laje armada em uma direcéo, ha uma
armadura de distribuicdo colocada na dire¢do do maior vao, com a finalidade de solidarizar

0 conjunto da laje.

4.1.2 Tipos de vinculacdo

Posteriormente, apés a identificacdo dos vaos livres e tedricos, os tipos de vinculos
nos bordos das lajes sdo também identificados.

A Figura 4-2, mostra os trés tipos de vinculos nos bordos das lajes;

————————— Borda livre

Borda simplesmente apoiada

P EIFEEIRL Borda engastada

Figura 4-2: Tipos de vinculos

O bordo livre ndo apresenta apoio. No bordo simplesmente apoiado, os deslocamen-
tos verticais sdo restringidos. O bordo engastado tem os deslocamentos verticais e rotacées
restringidos, sendo este o caso das lajes continuas, onde o engastamento é devido a laje
contigua. Ainda com relacéo as lajes continuas, no caso de uma grande diferenca de espes-
sura entre as lajes, o critério de engastamento da borda s6 pode ser adotado para a laje com
menor espessura. Para a laje de maior espessura, considera-se a vinculagdo da borda como

do tipo simplesmente apoiada.
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4.1.3 Espessuras minimas

Com o intuito de proceder com o pré-dimensionamento da laje, as espessuras mini-

mas devem atender os seguintes valores minimos da NBR 6118/2014:

= 7 cm para cobertura ndo em balanco;

= 8 cm para lajes de piso ndo em balango;

= 10 cm para lajes em balango;

= 10 cm para lajes que suportem veiculos de peso total menor ou igual a 30kN;

= 12 cm para lajes que suportem veiculos de peso total maior que 30 kN;

= 15 cm para lajes com protensdo apoiadas em vigas, com o minimo de [ /42 para lajes

de piso biapoiadas e 1/50 para lajes de piso continuas;

= 16 cm para lajes lisas e 14 cm para lajes-cogumelo, fora do capitel.

Para lajes em balanco, os esforgos solicitantes de célculo a serem considerados de-

vem ser multiplicados por um coeficiente adicional de acordo com a Tabela 13.2 da NBR

6118/2014.

4.1.4 Cobrimentos minimos

Os cobrimentos minimos das lajes devem ser adotados de acordo com a Tabela 7.2

da NBR 6118/2014 que leva em conta a classe de agressividade ambiental.

A Tabela 4-1 apresenta os valores de cobrimento de acordo com a classe de agressi-

vidade ambiental.

Tabela 4-1: Correspondéncia entre a classe de agressividade ambiental e o cobrimento

nominal para Ac = 10 mm (a partir da Tabela 7.2 da NBR 6118/2014).

Compo-
Tipo de estrutura nente ou ele- Classe de agressividade ambiental
mento
| ] [ om v
Laje® Cobrimento nominal (mm)
Concreto Armado 20 75 35 5
Concreto Protendido ? Laje 25 30 40 50

a: Cobrimento nominal da bainha ou dos fios, cabos e cordoalhas. O cobrimento da

armadura passiva deve respeitar 0s cobrimentos para concreto armado.
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b: Para face superior de lajes e vigas que serdo revestidas com argamassa de contra-
piso, com revestimentos finais secos tipo carpete e madeira, com argamassa de revesti-
mento e acabamento, como pisos de elevado desempenho, pisos ceramicos, pisos asfalticos
e outros, as exigéncias desta Tabela podem ser substituidas pelas do item 7.4.7.5 da NBR
6118/2014, respeitando um cobrimento nominal > 15 mm.

c: Nas superficies expostas a ambientes agressivos, como reservatdrios, estacdes de
tratamento de agua e esgoto, condutos de esgoto, canaletas de efluentes e outras obras em
ambientes quimica e intensamente agressivos, devem ser atendidos os cobrimentos da
classe de agressividade V.

Ac é a tolerancia de execucao.

4.1.5 Altura atil para pré-dimensionamento

A altura util (d) de lajes retangulares com bordos apoiados ou engastados, pode ser

estimada por intermédio da seguinte equacdo (PINHEIRO L.M., 2010):

2,5-0,1n)l"
L )

100 (4.3)

Na equacéo (4.3), n € o numero de bordos engastados e [* € o menor valor entre L, e

L conforme equacao (4.4)

L=07xl, (4.4

h=d+c+d/2 (4.5)

Na equacéo (4.5), ¢ é o cobrimento nominal e ¢ € o didmetro das barras.
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4.1.6 Acdes e reacdes de apoios

Dando prosseguimento ao dimensionamento de uma laje, as a¢Oes atuantes podem
ser encontradas no item 11 da NBR 6118/2014. As agdes atuantes (p) podem ser represen-
tadas através da equacdo (SANTQOS, 2014):

p=g+q+e (4.6)

Na equacdo (4.6), g é a carga permanente, q € a carga variavel e € é a carga devida a
deformacdes proprias e impostas.

As cargas permanentes e varidveis utilizadas nos calculos das estruturas de edifica-
¢Oes sdo encontradas na norma NBR 6120(1980). As cargas permanentes atuantes nas lajes
sdo geralmente o peso proprio, peso de revestimentos e 0 peso de paredes divisorias. As
cargas variaveis dependerao do tipo de uso da laje em questéo.

As reacOes de apoio das lajes macicas podem ser determinadas pelo método dos qui-
nhdes de carga (item 14.7.6.1 da NBR 6118/2014). Neste método, as rea¢des de apoio das
lajes retangulares séo calculadas considerando para cada apoio a carga correspondente as
areas de triangulos ou trapézios obtidos por intermédio do tracado a partir dos vértices da
laje. As retas inclinadas possuirdo: um angulo de 45° entre dois apoios iguais; um angulo
de 60° a partir de um apoio engastado, sendo o outro apoio simplesmente apoiado; 90° a
partir de um apoio para uma borda livre.

Tabelas que fornecem as rea¢des de apoio utilizando o método dos quinhdes de carga
podem ser encontradas em PINHEIRO (2010) e SANTOS (2014).

4.1.7 Célculos de momentos fletores e esforcos cortantes em lajes armadas em uma di-

recao

Para o caso de lajes armadas em uma direcdo (A > 2), 0 vao menor apresentara cur-
vaturas maiores em relagdo ao vao maior, e, consequentemente, os esforgos internos na
direcdo do vao menor serdo mais significativos. As lajes continuas armadas em uma Gnica
direcdo podem ser calculadas como vigas continuas. Maiores detalhes e exemplos de di-
mensionamento de lajes armadas em uma direcdo podem ser encontrados em SANTOS
(2014).
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4.1.8 Compatibilizacdo de momentos negativos

Os apoios internos de lajes continuas sdo considerados como engastados. No entanto,
na pratica, essa situacao pode ndo ocorrer devido a diferencas nas condi¢des de apoio, car-
regamentos ou vaos tedricos o que leva a existéncia de dois valores de momentos fletores
negativos na regido do apoio. Normalmente, a compatibilizacdo dos momentos negativos
é feita escolhendo-se o maior valor entre a média dos dois momentos e 80% do maior valor.
Devido a compatibilizacdo dos momentos negativos, faz-se necessario verificar os momen-
tos positivos na mesma direcdo da compatibilizacdo. Maiores detalhes sobre a compatibi-
lizagdo dos momentos negativos podem ser encontrados em PINHEIRO (2010) e SANTOS
(2014).

4.1.9 Dimensionamento das armaduras do estado limite Gltimo

No dimensionamento de concreto armado devem ser considerados os diagramas nao

lineares tensdo x deformacdo do concreto e do aco.
= Concreto

No item 8.2.1 da NBR 6118/2014 s&o definidas as classes de resisténcia dos con-
cretos. Baseado nessa classificacdo, os concretos da classe C15 (fo« =15 MPa) s6 podem
ser aplicados em obras provisérias ou sem fins estruturais, enquanto que o0s concretos da
classe C20 (fex = 20 MPa) ou superior, podem ser aplicados no concreto armado de forma
geral, com armaduras passivas, sem protensao.

O mddulo de elasticidade inicial (tangente a origem) Eci deve ser obtido em ensaio
realizado de acordo com a NBR 8522/1984. Quando ndo forem realizados ensaios, pode-

se estimar o valor do madulo de elasticidade inicial com as expressfes que seguem.

Para concretos com 20 MPa < f,, < 50 MPa:
E; = ag.5600./f (MPa) 4.7)

Para concretos com 55 MPa < f, < 90 MPa:
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1

E; =21,3.10° .aE.(%+ 1,25)5 (MPa) “9

Nas equacdes (4.7) e (4.8), os valores de E; e f., devem ser usados em MPa e o
parametro ay é definido em funcdo da rocha matriz da brita empregada: ag = 1,2 para
basalto e diabasio; ag = 1,0 para granito e gnaisse; ag = 0,9 para calcario; ag = 0,7
para arenito.

Na determinacdo das solicitacGes atuantes e verificagcbes em geral dos estados limites
de servico e ultimo, deve ser utilizado o0 médulo de elasticidade secante, que pode ser ob-
tido por meio de ensaio estabelecido pela NBR 8522/1984 ou estimado pela equacéo:

E.s = ;. E (4.9

sendo, para f,, em MPa:

a; = 0,8+ 0,22 x % <1,0 (4.10)
Para a determinacéo do modulo de elasticidade do concreto também podem ser utili-
zados os valores estimados da Tabela 8.1 da NBR 6118/2014 ao invés de se aplicar as
expressOes anteriormente apresentadas.
O coeficiente de Poisson do concreto (v), assim como o médulo de elasticidade trans-
versal G¢, para tensdes de compressdo menores que 0,5 f. e tensdes de tragdo menores que

fct podem ser adotados como:

v =0,20 (4.11)
E s

= 4.12

GC 2’4 ( )

A Figura 4-3 define o diagrama tensdo-deformacao especifica idealizado, a ser usado
nas analises no estado limite ultimo para o concreto a compressdo, conforme a NBR
6118/2014.
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O'C.ﬂ

fck /
0,85fcd

/ €o Ecu &

Para f < 50 MPa: n=2
Ec n
Para f, > 50 MPa:
0,20,85 fcd,[l -~ (1 - ] ke

n= 1,4 + 23,4 [(90 - f,)/100]*

Ecz

Figura 4-3 — Diagrama tensao-deformacao.

Na Figura 4-3, g, é a tensdo no concreto, €, é a deformacao especifica de encurta-
mento do concreto, €., é a deformacdo especifica de encurtamento do concreto no inicio
do patamar de escoamento, &, é a deformacdo especifica de encurtamento do concreto na
ruptura, f,, € a resisténcia caracteristica a compresséo do concreto e f,, € a resisténcia de

calculo a compressao do concreto.
Para concretos até a classe C50 (fek < 50 MPa):

€0y = 2,0 %o (4.13)
€y = 3,5 %0 (4.14)

Para concretos da classe C55 (fo = 55 MPa) até C90 (fo =90 MPa):

€z = 2,0 %0 + 0,085 %o - (fox - 50)053 (4.15)
90 - fck *

= 0 0y - [ ——% 4.16

Ecu = 2,6 %o + 35 %o ( 100 ) ( )

O multiplicador 0,85 representa a reducdo da resisténcia do concreto submetido a
cargas de longa duracéo (efeito Rusch). A resisténcia de calculo feq é obtida dividindo-se a
resisténcia caracteristica fc pelo coeficiente de minoracédo de resisténcia do concreto (usu-

almente yc=1,40).
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E importante destacar que o concreto armado ndo é um material elastico linear, pois
os efeitos de fissuracdo, fluéncia, escoamento das armaduras, bem como de outros fatores

de menor importancia, conferem ao mesmo um comportamento de néo linear.
= Aco

No Brasil, os acos utilizados nos projetos de estruturas de concreto armado sao 0s
classificados na NBR 7480 (1996), de acordo com seu valor caracteristico de resisténcia
de escoamento, nas categorias CA-25, CA-50 e CA-60.

Para os acos de armadura passiva, a NBR 6118 (2014) estabelece que, na auséncia
de ensaios ou valores fornecidos pelo fabricante, o valor do modulo de elasticidade pode
ser admitido como igual a 210 GPa.

O valor de 10°/°C pode ser considerado para o coeficiente de dilatagdo térmica do
aco, para intervalos de temperatura entre -20 °C e 150 °C.

Para célculos nos estados limites de servico e Ultimo pode-se utilizar o diagrama sim-
plificado abaixo.

A Figura 4-4 define o diagrama simplificado, para acos com ou sem patamar de es-

coamento, para acos de armadura passiva, de acordo com a NBR 6118 (2014).

.t cs
vk “1’
f'-L| -’,
T
R
A
(;
A
0 i
15{?.' Slﬂ—_a | \ IUH-
=35 m ye ¥ _ /o0
C €y E’S
8]
M
P
R
E
frea | S
s ]r_ S
______ s ekl A
9]

Figura 4-4 — Diagrama tensao-deformacao especifica.
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Na Figura 4-4, o, € a tensdo no aco, & € a deformagdo especifica no ago, fy, € a
resisténcia de escoamento do ago, em seu valor caracteristico, f,,; € a resisténcia de esco-
amento do aco, em seu valor de calculo, e Es € 0 modulo de elasticidade longitudinal do
aco.

Definidos os materiais, no item 17.2.2 da NBR6118 (2014) sdo estabelecidas as se-
guintes hipoteses para o dimensionamento das estruturas de concreto armado no estado

limite Gltimo:

= A secdo transversal das pecas permanece plana apos as deformacdes.

= A deformacdo das barras de aco é igual a deformacao do concreto em seu entorno.

= A resisténcia a tracdo do concreto ndo é considerada.

= Admite-se que o diagrama de tensdo-deformacao especifica do concreto seja substitu-
ido por um retangulo de profundidade y = Ax (Figura 4-5), com tenséo constante igual
a a.f.q4, NO caso da largura da se¢do, medida paralelamente a linha neutra, ndo diminuir

a partir desta para a borda comprimida e 0,9« f.;caso contrario.

A Figura 4-5 esboca o diagrama retangular simplificado para o concreto a compres-
sdo. Adaptado, CARDOSO e KIMURA (2013).

G,

L=l

ch

o f

Figura 4-5 — Diagrama retangular simplificado.
Os valores dos parametros A e ac podem ser tomados iguais a:

Para foek < 50 MPa:

1=08 4.17)
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a. = 0,85

Para 50 MPa < fx < 90 MPa:

1=08— (L=

400
_ (fck B 50)
a. = 0,85 ll,O — T

= Para a flexdo, considera-se os seguintes limites:

Para foek < 50 MPa:

X/4 < 045

Para 50 MPa < fi < 90 MPa:

X/ <035

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

= Qs estados limites Ultimos sdo caracterizados quando a variacdo de deformacdes espe-

cificas na secdo transversal atinge uma das configuragdes definidas nos diversos domi-

nios de dimensionamento a compressao, tracao e flexdo simples ou composta, normal

ou obliqua, estabelecidos na Figura 4-6.

A Figura 4-6 apresenta o dominios de estado limite ultimo de uma secéo transversal,

conforme a NBR 6118 (2014).
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Figura 4-6 — Dominios de estado limite ltimo de uma secéo transversal.

A Ruptura convencional por deformacao especifica plastica excessiva:

= Reta a: tracdo uniforme.
= Dominio 1: alongamento ndo uniforme, sem compressao.
= Dominio 2: flexdo simples ou composta sem ruptura a compressdo do concreto  (g¢c <

€cu € Com 0 maximo alongamento permitido).
A Ruptura convencional por encurtamento limite do concreto:

= Dominio 3: flexdao simples (se¢do subarmada) ou composta com ruptura a compressao
do concreto e com escoamento do ago (&s > &yd).

= Dominio 4: flexdo simples (se¢do superarmada) ou composta com ruptura a compres-
séo do concreto e ago tracionado sem escoamento (s < &ya).

= Dominio 4a: flexdo composta com armaduras comprimidas.

= Dominio 5: compressdo ndo uniforme, sem tracéo.

= Reta b: encurtamento uniforme.

No caso de dimensionamento a flex&o simples seréo considerados apenas os domi-

nios 2 e 3 de deformacgdes com o objetivo de que a ruptura pela acdo do momento fletor
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ocorra antes de rupturas do tipo fragil. Para o caso de projetos de vigas € lajes sdo, normal-
mente utilizadas as notagOes da Figura 4-7 para o dimensionamento de uma se¢éo retangu-

lar de concreto a flexdo simples.

du . b . a‘t:,fc-'d
Dgas
| AT ————
A A's Dai Ax A
—
X A
nloale Mgai\ + Mggo
Z
= C
M Y | |
i H_IL' A8 i S
d N Zqi Zyp

Figura 4-7 — Dimensionamento de secdes retangulares de concreto armado.

Na Figura 4-7, séo utilizadas as seguintes notacoes:

b — largura da secdo de concreto;

h — altura da secdo de concreto;

A, —armaduras de Trag&o;

A’ —armaduras de Compressao;

d' — distancia do centro de gravidade das armadura de tracdo a face do concreto mais
proxima.

d"” — distancia do centro de gravidade das armadura de compresséao a face do concreto
mais proxima;

d =h—d’ — altura util da secéo;

¢ =d - d”’ — distancia entre centros de gravidade das armadura de compressao e de
tracéo;

. — deformacéo especifica da se¢do na fibra mais comprimida do concreto ;

&; — deformacdo especifica na armadura de tracao;
€' — deformacéo especifica na armadura de compressao;

D4, — forca resultante das tensfes de compressao no concreto;
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Z 41 = D41 — primeira parte da forca de tracdo na armadura de tracdo (parcela da ar-
madura simples);

D, — forca de compressdo na armadura de compressao;

Z 4, = D4, — segunda parte da forca de tragdo na armadura de tracdo (parcela da ar-
madura dupla);

A NBR 6118 (2014) admite considerar um diagrama retangular para a compressao
no concreto, para uma profundidade igual a Ax. Consequentemente, z = d — (/1/2)"'

Para o dimensionamento de armadura simples, em que A’y = 0e Ay = Ay, podem

ser escritas as seguintes equacoes:

Dygy = @y fog b A x (4.23)
Zdl = Ddl (4.24)
MRdl - Zdlz (4.25)

Assim, tem-se que Mg; = Mgq4,. Como, para o dimensionamento a flexdo simples,
estdo sendo considerados apenas os dominios 2 e 3 de deformacdes, definidos na NBR
6118 (2014), deve-se verificar se a profundidade da linha neutra (x) ndo ultrapassa um valor

que leve a deformacdo especifica da armadura de tracdo (&) ao valor de escoamento (&,,4).
Esta situagdo € o limite entre os dominios 3 e 4. O valor de ¢,, depende do tipo de aco

utilizado. Devem ser também verificados os limites definidos para o valor de x/d.

Assim, SANTOS (2011) explica que o dimensionamento consiste em solucionar ba-

sicamente dois problemas:
1°) Dados os valores de fcx, f,x € M, obter b e a altura Gtil minima (d,;,);
2°) Dados os valores de fx, fyx, M, b e d, obter A (e A's quando d < dpy);

Para o segundo problema, define-se as seguintes variaveis adimensionais:

&

k. =

. (4.26)
X

ke =5 (4.27)
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Z
k, = 2 (4.28)
A
ke =1-Zlh (4.29)
Md = Zd1Z (430)
My =ac. feab. A.x.2 (4.31)
My =a,. fogb. A kyd. ky.d (4.32)
.. M

Definindo K,,,; = ﬁ, tem-se que:

Os valores de K,,, calculados de acordo com a segunda expressao acima, Sao apre-

sentados nas Tabelas de Dimensionamento.

Para o célculo da armadura, tem-se que:

Md = Zdl'Z (433)
Zg = As.fyd (4.34)
M, = AS.@kz.d (4.35)
Vs
M;.1,15 .36
s fyk-kz.d '

Pode-se também avaliar os parametros k, e k, analiticamente, substituindo a equa-
cao (4.29) na equacao de K,,4, em gue através de uma manipulacéo algébrica simples ob-

tém-se uma equacao do 2° grau em funcéo de k,:

2 2 2
kx - zkx + med =0 (437)
Portanto:
_ |1 — *Kma
1=-1-= (4.38)
ky = < kxLim

A

Para o problema da determinacdo da altura tltima minima de uma peca (d,i»), tem-

Se.

Md = Kmd.b.d.zfcd (439)

60



Mg
b. fcd- Kmd,méx

Y M
d. . = /— (4.41)
e b. de,Kmd,méx

Os valores de K;;,4 max 80 dados na Tabela 4-2, retirada de SANTOS (2014):

2 —
dmin—

(4.40)

Tabela 4-2: Valores de K5 max (SANTOS, 2014).

fox <50 MPa 60 MPa 70 MPa 80 MPa 90 MPa
Kindsmax 0,251 0,189 0,174 0,160 0,146

4.1.10 Prescriges gerais (item 20.1 da NBR 6118(2014) para lajes:

= O didmetro maximo de qualquer barra de armadura de flexdo é h/8.

= O espacamento maximo permitido para as barras da armadura principal de flexdo é 2h
ou 20 cm. Na regido com os maiores momentos fletores, deve-se adotar o menor desses
valores.

= A armadura secundaria de flexdo deve ser igual ou superior a 20% da armadura princi-

pal, com um espacamento maximo de 33 cm.

Os valores minimos de armadura para lajes sdo definidos na Tabela 19.1 (item
19.3.3.2 da NBR 6118 (2014) ou calculados através do momento minimo (item 17.3.5.2.1
da NBR 6118(2014)):

(4.42)
Md,min =0,8. WO-fctk,sup

Na equacdo (4.42), W, é o modulo de resisténcia da se¢do transversal bruta de con-
creto, relativo a fibra mais tracionada e f,x s, € @ resisténcia caracteristica superior do

concreto a tracdo (item 8.2.5 da NBR 6118/2014).

4.1.11 Flechas admissiveis

Os deslocamentos limites a serem atendidos para verificagdo do estado limite de de-
formacdes excessivas de uma estrutura encontram-se no item 13.3 da NBR 6118/2014. As
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contra flechas, quando necessarias, ndo podem ultrapassar o valor de [/350. As deforma-
cOes sdo calculadas considerando também os fenémenos de retracdo e fluéncia (SANTOS,
2014).

A Tabela 13.3 da NBR 6118/2014 estabelece limites para deformacdes excessivas
em funcédo de diferentes razdes de limitacdo (visual, superficies que devem drenar agua,
pavimentos que devem permanecer planos, entre outras).

As deformacdes podem ser calculadas no Estadio I, considerando a se¢do nao fissu-
rada. O médulo de deformacéo E,. deve ser igual ao modulo secante E..; do conreto (SAN-
TOS, 2014):

E.; = 5600../F. (MPa) (4.43)
E. = 0,85.E, (4.44)

O célculo das flechas pode ser realizado com uma combinacdo de cargas
quase-permanentes (item 11.8.31 da NBR 6118/2014).

No caso da fluéncia, pode-se simplificadamente considera-la multiplicando as fle-
chas calculadas elasticamente por 3,00 (cargas aplicadas com até quatro meses) e por 2,00
(ap6s quatro meses de aplicacdo) (SANTQOS, 2014).

As flechas elasticas em lajes armadas em uma direcdo podem ser determinadas atra-
ves da seguinte expressdo analitica (SANTOS, 2014):

a.p. l*

= 4.45
384.E.1 (4.45)

f

No caso de carga concentrada na extremidade de um balanco, a flecha elastica é dada

por:

f=— (4.46)

Nas equaces (4.45) e (4.46), sdo utilizadas as seguintes notacdes:
p = Carga uniformemente distribuida;

P = Carga concentrada;

[ =Vao da laje;

E = Modulo de elasticidade longitudinal,

I = Momento de inércia.

Os valores de a sdo dados em funcéo dos tipos de apoio, dados pela Figura 4-8:
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a=>5 a=2 a=1 a =48

Figura 4-8: Valores do coeficiente a.

As flechas elasticas em lajes armadas em duas dire¢6es podem ser determinadas atra-
Vés da seguinte expressdo analitica (SANTOS, 2014):

a.p.ly (4.47)

Os coeficientes a sdo obtidos por intermédio de tabelas. Mais detalhes podem ser
encontrados em SANTOS (2014).

4.1.12 Verificagdo de cisalhamento

A necessidade ou ndo de armadura transversal em lajes € verificada através do item
19.4.1 da NBR 6118/2014. Caso seja necessaria armadura transversal aplica-se o item
19.4.2 da NBR 6118/2014. De uma forma geral, as lajes de edificios com cargas uniforme-

mente distribuidas atuando ndo necessitam de armadura de cisalhamento.
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5. APLICACOES

51 Aplicacdo do Método de Navier

Considerando uma carga g, uniformemente distribuida, um valor para a (lado da

placa) e o outro lado b (b > a) e a relagéo S = A, onde A varia de 1,00 até 2,00 com incre-

mentos de 0,10, tem-se portanto os valores considerados :

q=10k—]V
m2

a=3m

v =0,20

Com os dados acima foi desenvolvida uma programacao
MATHCAD(14) com a sequéncia abaixo:

1,0
1,1
1.2
13
1,4
1= |15

1,6
17
18
1,9
2,0

3,00
3,30
3,60
3,90
4,20
4,50
4,80
5,10
5,40
5,70
6,00

(5.1)

(5.2)
(5.3)

no programa

(5.4)

(5.5)
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; - - a
Para calcular o momento maximo positivo, no centro da placa, x = 6 conforme

o valorde 4, o valorde y = g é dado na equacdo (5.6).

1,50
1,65
1,80
1,95
, | 210 (5.6)
b_ 1225
2 1240
2,55
2,70
2,85
3,00

Deslocando a constante q (carga uniformemente distribuida) para fora do somatorio
nas equacoes (3.29), (3.31) e (3.34):

e 2. (A2 2m = 1% + v.(2n — 1)?) 16 1
Mx = a®.q Z Z =
YLl 2.em-12+@n-D2?2 2m-D.2n-1) ot
. C2m-1D.r.x | 2n—-1).my
sin————— .sin——————
a b
(5.7)
o= a2 i i 22, (v. 22 2m — 1) + (2n — 1)?) 16 1
Y 'qm_l ] Q22.2m-1)2+2n-12)2 '2m-1)2n—-Dn2n?
- @2m-1.rt.x . 2n—-1).m.y
sin—————— .sin—————
a b
(5.8)
Mxv = a2 i i—(l—v)./13(2m—1).(2n—1) 16 1
VSO L L em - D7 + (2n— DP)? 2m - D(zn—1).a%. 17
m=1n=
2m—-1).m.x 2n—-1).my
coOS————————— .cos—=
a b
(5.9)
Sendo:
A= A,i=123,..11 (5.10)
b= byi=123,..11 (5.11)
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y=y,i=123,..11 (5.12)

Introduzindo as equagdes (5.10), (5.11) e (5.12) nas equagdes (5.7), (5.8) e (5.9) e
fazendo o somatdrio de 1 a 300 e de 1 a 500 com a finalidade de conferir a convergéncia,

temos como resultado M,, M,, e M,,, para cada valor de A;, b; e y;:

Mx; = a?.q.mx*P, (5.13)
Onde:

500 500
()2 ()2 2m —1)2 + v.(2n — 1)?)
b= azq Z Z ((1)2.2m—-12+ (2n—1)2)2

1 2m—-1.m.x _ 2n—1.my;

(2m — 1). 2n—1) n* -Sin a st b;
(5.14)
My; = a®.q.my*P, (5.15)
Onde:
my*P;
1 % ()2 (v. (A)2 (2m = 12 + (2n — 1)2) 16 1
" a?q Lo ((1D2.2m—-1)2+@2n—-12)2 '2m-1).2n—-1)n?n?
m=1n=
@2m-1.t.x  (2n-1).my;
sin—————— .sin—————
a bi
(5.16)
Mxy; = a?.q.mxy; (5.17)
mxy,
500 500
zz (1-v).(1).2m—1).2n — 1) 16 1
1)%.2m—-1)2+(2n—-1)%)% 2m-—1)(2n—1).m2. n?
m=1n=1

2m-1).m.x 2n—-1).my,
C0S —— . COS
a bi

(5.18)
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Com as equac0es (5.14), (5.16) e (5.18) desenvolvidas no MATHCAD, chega-se a
tabela abaixo (Tabela 5-1). No item Erro! Fonte de referéncia ndo encontrada., estes
valores serdo comparados aos respectivos valores das tabelas de Czerny, nas quais o coe-

ficiente de Poisson é considerado igual a zero.
Tabela 5-1 — Calculo dos coeficientes dos momentos pelo método de Navier.

v=02 M, =a*.qmx*P M, =a’qmy*P My, =a*q.mxy

1= Z b> a mx*P my*P mxy
1,0 0,0440 0,0440 0,0371
11 0,0519 0,0448 0,0405
1,2 0,0592 0,0448 0,0434
1,3 0,0661 0,0444 0,0457
14 0,0725 0,0436 0,0476
1,5 0,0784 0,0426 0,0491
1,6 0,0837 0,0414 0,0502
1,7 0,0884 0,0403 0,0512
1,8 0,0927 0,0390 0,0519
1,9 0,0965 0,0378 0,0524
2,0 0,0999 0,0367 0,0528

5.2  Calculo dos momentos positivos para apoios perfeitos utilizando o MEF

Para esta analise sera utilizado o programa SAP 2000 (CSI, 2000). Para configurar
apoios perfeitos com momento negativo nulo nestes apoios, foram utilizados apoios de

segundo género nos contornos externos da malha da placa (Figura 5-1).
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A Figura 5-1 mostra a modelagem da laje considerando bordos com apoio.

Placa discretizada em elementos

apoios de segundo género de placa shell

SO AL Yy - s 5474 s wemald
B b e Odive Omw leet s Bk Doy Dege Cpme sk Ny
DEHEAC/BIONRRARA A Sy a2 |57
Xoihmotd

P

oA -

£3° [

L

- gL

:““ = — I - =) E
EERC 0 a0 (e x| v O T PTICN

Figura 5-1: Modelagem da laje.
Material adotado:

A Figura 5-2 mostra as propriedades do material adotado na modelagem.

~General Data
taterial Mame and Dizplay Color C30 .
atenal Type ICUncrele ;I
M aterial Mates Modify/Show Motes. .. I
—Wweight and Ma Uit
Wweight per Unit Yaolume |25, IKN, m.C ;I

ass per Unit Valume |2,5493
i~ lzotropic Property Data

Moduluz of Elasticity, E IW
Paiszon's Fatio, 11 |E|2—
Coefficient of Thermal Expansion, & W
Shear Moduluz, G W

—Other Properties for Concrete Mat

Specified Cancrete Compressive Strength, fic 27573,032
[~ Lightweight Concrete

Shear Strength Reduction Factor

[~ Switch Tao Advanced Praperty Display

Ok |

Figura 5-2: Entrada dos dados do material.
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Considerando:
Concreto fck = 30 MPa;

Peso especifico = 25 k—l\;;
m
E. = Moadulo de elasticidade longitudinal do material, o qual é calculado em funcéo

do concreto. Conforme NBR6118(2014), o valor de Eci (mddulo de elasticidade longitu-

dinal inicial) para granito e gnaisse e valor de fck maior que 20 e menor que 50:

E.; =1X5600 % /fck (5.19)

Ecs é o médulo de elasticidade transversal secante:

Ees = (0,8 +0,2 X g) x 1 x 5600 x V30 = 0,875 x (5.20)
30.672 MPa = 26.833.000,0%

O valor G (modulo de elasticidade transversal) do material pode ser calculado em
funcdo do mddulo de elasticidade longitudinal (E,) e do valor de Poisson (v) .

Os materiais podem ser classificados em:

- Material anisotropico: é aquele onde as propriedades elésticas dependem da direcéo,
tal como ocorre em materiais com uma estrutura interna definida, como no caso da madeira.
Assim, por exemplo, os valores do médulo de elasticidade nas direcGes X, y, z sdo distintos.

- Material isotrépico é aquele onde as propriedades tem o mesmo valor, independen-
temente da diregdo.

- Material homogéneo, as propriedades elasticas sdo as mesmas em todos 0s pontos
do corpo. Caso as propriedades dependam da posi¢do do ponto, o material € ndo-homogé-
neo.

Para materiais homogéneos e isotrépicos, o0 modulo de elasticidade transversal € ob-
tido em fungdo do modulo de elasticidade longitudinal Ec e do coeficiente de Poisson v
segundo a equagéo (5.21):

Ec 30.672.000 kN (5.21)

G = - = 12.780.000 —
2(1+v)  2(1+02) m2
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BElemento adotado:
Laje com 10 cm de espessura utilizando elemento do tipo SHELL do programa com-
putacional SAP2000 (CSI, 2000).

A Figura 5-3 define a carga distribuida perpendicular ao plano da laje de valor 10 "—’Z
m

aplicada em toda a malha de elementos finitos.

1€ SAP2000 +15.1.0 Ultimate - placa SAP15 4 apoios lambidal.2 = e

File Edit View Define Draw Select Assign Analyze Display Design Options Tools Help

DdHEea /8 rAaqeaa Wdyeyzwee +d @b nfittne- T-@E- -
[ B Area Uniform distibuide) (GLOBAL-2) | ~ | [ Area Uniform (distribuidal (GLOBAL-2) | -
@ ( | ( |

1 ( o —

\ —

N

I

44

N}

]

H Point

A

4

K

illll

ot —

E\[h [ —

¥ —

1 Points Selected (GLOBAL “feimc <]

= - s g . il

5 Ty S AN ] T

Figura 5-3: Carga distribuida sobre a laje.

Os momentos sdo retirados pelas respostas do programa SAP 2000 (CSl, 2000) para
cada valor de 4 (1,0;1,1; 1,2, ... 2.0). Sendo M11(SAP2000) = Mx (Método de Navier),

que tera valor méximo no centro da placa.
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A Figura 5-4 mostra o esbo¢o dos momentos na dire¢do 11 do programa SAP2000

(CSI, 2000) o qual é igual ao valor de Mx para solu¢do usando o método de Navier.

| B Resultant M11 Diagram (distribuida) | -

=(,002, MAX=3579, Right Click on any Area Element for detailed diagram

Figura 5-4: Momento M11(SAP2000 - (CSlI, 2000)).

O coeficiente relativo ao momento maximo positivo na direcao x € calculado através

da equacéo (5.22), com o valor de momento obtido da Figura 5-4:

mxtP(MEF) = 2228 — 2272 _ 0442 (5.22)
a“.q 34.10
my*P(MEF) = MxSAP _ 3.979 _ 0,0442

azq  32.10
Supondo placa quadrada, vale a igualdade M11 = M22 (momento maximo positivo

na direcdo 1 € igual a0 momento maximo positivo na direcéo 2).
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A Figura 5-5 mostra o esbo¢o dos momentos na direcdo 12 do programa SAP2000,

que serdo iguais aos valores Mxy da solucéo usando o método de Navier.

[ Resultant M12 Diagram (distribuida) | |

3.335817

=-3,336, MAX=3,336, Right Click on any Area Element for detailed diagram

Figura 5-5: Momento M12 (SAP 2000 - (CSlI, 2000).

O coeficiente relativo ao momento maximo volvente na direcdo x é calculado através

da equacdo (5.23), com o valor de momento obtido da Figura 5-5:

mxySAP = TP 2330 _ 0371 (5.23)
a“.q 34X10
O paradigma foi adotado para determinacdo de todos valores de M11, M22 e M12
variando o valor de 1 (1.0,1.1,1.2, ... 2.0) e forneceu a tabela abaixo (Tabela 5-2) na se-

guinte situacéo.

Mxy; = a®.q.mxy; e Myxy; = a®.q.myy; e Mxyy; = a®.q.mxyy; (5.24)

Mxy; 5.25

2 = mx*P(MEF),; (5.25)
az.q
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My;; 5.26
= my* P(MEF), (529
Mxy); 5.27
A = iy (MEF) 520

Tabela 5-2 — Célculo dos coeficientes para obtencdo dos momentos pelo MEF.

v=020 Mx=a?’qmx*P My=a?q.my*P Mxy = a? q.mxy

A= 2b>q | mx*P(MEF) | my*P(MEF) | mxy(MEF)

a

1,0 0,0440 0,0440 0,0371
11 0,0519 0,0448 0,0405
1,2 0,0592 0,0448 0,0433
1,3 0,0661 0,0444 0,0457
1,4 0,0725 0,0436 0,0476
1,5 0,0784 0,0426 0,0491
1,6 0,0837 0,0414 0,0502
1,7 0,0884 0,0403 0,0512
1,8 0,0927 0,0390 0,0519
1,9 0,0965 0,0378 0,0524
2,0 0,0999 0,0367 0,0528

A Tabela 5-3 apresenta a razéo entre os valores apresentados na Tabela 5-1 e os va-

lores apresentados na Tabela 5-2, para uma precisdo de quatro casas decimais.

Navier

Tabela 5-3 — Raz&o entre valores encontrados (W)'
v =0,20
+ +
r=t /mxTFiC(I\/T EF) /mXT’TIl:’}EMPEF) Wy G
1,0 1,00001 1,00002 1,00002
1,1 1,00002 1,00001 1,00001
1,2 1,00003 1,00001 1,00003
1,3 1,00004 1,00002 1,00002
1,4 1,00001 1,00003 1,00002
1,5 1,00002 1,00004 1,00001
1,6 1,00001 1,00003 1,00003
1,7 1,00002 1,00002 1,00002
1,8 1,00001 1,00001 1,00001
1,9 1,00003 1,00003 1,00002
2,0 1,00004 1,00002 1,00001
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A partir dos dados apresentados na Tabela 5-3, verifica-se que a modelagem reali-
zada através do Método dos Elementos Finitos é validada, tendo em vista a convergéncia
entre os valores obtidos numericamente e o valores obtidos analiticamente consideram qua-

tro casas decimais, pelo Método de Navier.

Aplicacao usando um caso hipotético

Seja, como exemplo hipotético, calcular uma laje 4m x 4m com as seguintes carac-
teristicas:

- Apoiada nos 4 bordos;

- Médulo de elasticidade do concreto = Eci = 26.833.000,00 %

- Espessura da laje = 10 cm;

- Carga uniformemente distribuida = 10 KN/m?;

- Concreto fck = 30 Mpa;

- Aco =CA 50 A.

Obs: Néo sera considerado o peso préprio da laje para ndo variar a sua rigidez a

flexdo quando da comparacao dos resultados, uma vez que tal rigidez é funcéo da espes-
sura. O Eci adotado foi de 26.833.000,0% afim de consolidar com o (COELHO, 2013),

Foram calculados os momentos positivos no meio dos vaos da laje pelos seguintes
métodos: Método de Navier (conforme apresentado no item 3.1), Método dos Elementos
Finitos (conforme apresentado no item 3.2), Analogia ao método das grelhas (COELHO,
2013 — conforme o item 3.3) e Tabelas de Czerny (Anexo A) Tabelas de Barés (Anexo B).

Pela Tabela 5-1 (Método de Navier) e pela Tabela 5-2 (Método dos Elementos Fini-
tos) desenvolvidas neste trabalho, para coeficiente de Poisson igual a 0,20, relagéo entre as

dimensdes da laje b/a = 1 e o caso de laje com os quatros bordos apoiados:
mxtP =my*P = 0,044
Os momentos fletores nas dire¢fes x e y sdo dados por:

M, = M, = a q.mx*P = 42 x 10 x 0,0442 = 7,04 kN - m/m (5.28)
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Usando a tabela de Czerny (SANTOS, 2011), obtém-se os seguintes momentos fle-

tores nas diregcdes x e y:

My =

a.q
mx

1
=42x 10 X —

27,2

=588 kN -m/m

(5.29)

Usando a tabela de Barés (PINHEIRO,2010), os momentos fletores obtidos nas dire-

coes x e y sdo:

Mx =

My

— 2 T
=a quO

=42 x 10 X 4,23
N 100

= 6,77 kN -m/m

(5.30)

De acordo com (COELHO, 2013), que descreve o método para o célculo de lajes por

analogia de grelhas utilizado no programa Eberick, foi obtida a seguinte tabela cujos valo-

res sdo comparados com 0s métodos citados anteriormente:

Tabela 5-4 — Comparacdo dos valores dos momentos por diferentes métodos.

Mx
. M
Malha das [Le m/m) X Eberick / Eberick | (Navier e .
Eberick | (kN-m/m) Mx Mx . (Navier e
grelhas ) . (Navier e / MEF) /
it (método | Naviere | (kN'-m/m) | (kN'm/m) MEF) Lo Czerny MEF) / Bares
das gre- MEF Czerny Bares
lhas) v =0,20 v =0,00 v =0,15
80x80 6,25 0,89 1,06
57x57 5,65 0,80 0,96
44x44 5,42 0,77 0,92
36x36 5,36 0,76 0,91
X : 7,04 5,88 6,77 : : 1,20 1,04
26x26 5,44 0,77 0,93
19x19 5,75 0,82 0,98
10x10 7,13 1,01 1,21
5x5 9,54 1,36 1,62

A partir dos resultados apresentados na Tabela 5-4, chega-se as seguintes conclusdes:

Considerando coeficiente de Poisson igual a 0,20, os momentos fletores po-

sitivos obtidos (Navier e MEF) foram 20% maiores que aqueles obtidos uti-

lizando a Tabela de Czerny e 4% maiores que os obtidos utilizando a tabela

de Barés. Os resultados a partir da tabela de Barés sdo mais préximos aos
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obtidos neste trabalho em relacéo aos obtidos pela tabela de Czerny, porque
a primeira tabela considera coeficiente de Poisson de 0,15 e a segunda, coe-
ficiente de Poisson igual a zero.

e Os resultados de COELHO (2013) indicam que a aplicacdo do método das
grelhas ao problema em estudo variam muito conforme a malha de grelhas
utilizada, ndo apresentando convergéncia com a diminuicdo das dimensdes
dos elementos da malha. No problema estudado, a razdo entre 0s momentos
fletores obtidos pelo Método de Navier e MEF e pela analogia de grelhas
varia de 0,76 a 1,36, sem apresentar tendéncia de convergéncia.

5.3  Analise via MEF - lajes com bordos apoiados

Apoiando as lajes em vigas, aparecem momentos negativos nos apoios devido a al-
gum grau de engastamento dos bordos das lajes com as vigas. Os valores destes momentos
negativos interferem diretamente nos valores momento positivo. O fator que influéncia esta
mudanca de valores para as lajes cujos bordos sdo apoiados em vigas € a razao entre a
rigidez a tor¢do da viga e a rigidez a flexdo nas lajes. Para fins de modelagem através do
MEF(Método dos Elementos Finitos), neste trabalho serdo consideradas lajes de 10 cm de

espessura e vigas com 20 cm de base e alturas de 30 cm, 40 cm, 50 cm, 60 cm e 70 cm.

5.3.1 Rigidez a torcao das vigas

O parametro de rigidez a torcdo de uma viga é calculado em fun¢do do médulo de
elasticidade transversal do material (G), e do momento de inércia a tor¢do da secao trans-
versal da viga (J). Segundo GERE E WEAVER (1981), o momento de inércia a torgdo da

secdo transversal de uma viga pode ser calculado pela equacéo (5.31).
J=pB.b3h (5.31)
Na equacdo (5.31), b € adimenséo da base da viga, considerada igual a 20 cm (menor

dimensdo da secdo transversal), h é a altura da viga, considerada maior dimenséo da secéo

transversal e 3 € um parametro adimensional calculado através da equagéo (5.32).
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1 /0,21b b* (5.32)
F=3- ( n )(1_12.h4>

Usando o programa MATHCAD(14) para calcular a rigidez a torcao das vigas com

diferentes alturas h:

0,30 (5.33)
0,40
h=10,50
0,60
0,70
0,195 (5.34)
1 0,21b 0228
B = 5_( h )(1 (535)12h4) g;gg
0,273

Chamando de GJ a rigidez da viga a tor¢do, sendo J definido na equacédo (5.31) e G
definido na equagéo (5.21) :

6.000 (5.35)
9.360 \
G] = G.B.b%.h | 12.750 | kNm?

16.160

19.560

5.3.2 Perda de rigidez a torcdo por fissuracéo:

Sendo Ec o mdédulo de elasticidade longitudinal na equacédo (5.21), t a espessura da
laje considerada igual a 10 cm, e v 0 Coeficiente de Poisson considerado igual a 0,20, a

rigidez a flexdo da laje (D), ¢é definida pela equacéo (5.36).

ke (5.36)
= a0 2.663 kNm/m

5.3.3 Razdo entre rigidez a tor¢do da viga e rigidez a flexao da laje:

A partir das equacdes (5.35) e (5.36), obtém-se as seguintes razdes entre a rigidez a

torcdo das vigas e a rigidez a flex&o da laje definidas na equagéo (5.37):
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2,254 (5.37)

. 3,516

; = 4,791 m
6,069
7,348

5.3.4 Modelagem das placas apoiadas em vigas

Definigdes da modelagem

A modelagem foi executada no programa SAP2000 (CSI, 2000). O material € o
mesmo definido para placas no item 5.2. A placa tera agora apoio em vigas de bordo e
estas em pilares.

A Figura 5-6 mostra a modelagem da placa apoiada em vigas de bordo. Tais vigas

apoiam em pilares. .

viga con rigidez torsional GJ
modelada com elemento frame

laje com rigidez flexional
modelada com elemento
de placa shell

pilar modelado com
elemento shell

apoio segundo
género

Figura 5-6: Modelagem no programa computacional SAP 2000 (CSl, 2000).
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A Figura 5-7 eshoca o numero de modelagens executadas no programa SAP2000.
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Figura 5-7: Namero e modelos das modelagens executadas.
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Como explicado anteriormente, adotou-se laje com 10 cm de espessura, vigas 20 cm
de base e altura variando de 30 cm, 40 cm, 50 cm, 60 cm e 70 cm, pilares com dimensfes
20 cm x 20 cm. O pe direito foi considerado de 3 m. A carga 10 kN/m? foi considerada

distribuida uniformemente perpendicular ao plano da laje.
Apresentacao dos resultados

e Momentos na dire¢do 1-1(SAP2000 - (CS1,2000))

Pelo sistema de referencial (Figura 3-1):a direcdo 11 do SAP2000 é a direcdo x da

Figura 3-1. Ou seja:
M11(SAP) = Mx*L

Mx*L é o momento maximo positivo no centro da laje apoiada em vigas, € Mx~L.
€ 0 momento maximo negativo, para o certo grau de engastamento laje com viga de bordo,
no ponto médio do bordo da laje, ambos na direcdo x.

A Figura 5-8 esboca o Diagrama de Momentos Fletores (DMF) na direcéo X, consi-
derando um certo grau de engastamento entre a laje e a viga de bordo.

Mz /él

@ —— @

Figura 5-8: Diagrama Momento Fletor na direcéo X.

De acordo com as equagdes (5.13):

Mx = a?.q.fator funcio de (x,y,1)

Mx*tL . . ~ . . ..
g onde a € a menor dimensao da laje e g a carga uniformemente distri-

A razéo
buida na direcdo perpendicular ao plano da laje, sera um coeficiente chamado de mx*L, e

a razao serd um coeficiente chamado de nx"L . Assim mx*L =
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fator fungio(x,y,A) para obten¢do do momento positivo maximo no meio do véo, dire-
cdo X, para quaisquer valores de ae q, e nx~L = fator fungio(x,y, 1), para obtencao
do momento méaximo negativo no meio do bordo, direcdo x, para quaisquer valores de a e

g.

e Momentos na diregdo 2-2 (SAP2000 - (CS1,2000))

Pelo sistema de referencial (Figura 3-1): a direcdo 22 do SAP2000 € a direcdo y da

Figura 3-1. Ou seja:
M22(SAP) = My*L

My™*L é o momento maximo positivo no centro da laje apoiada em vigas, e My L.
€ 0 momento maximo negativo no ponto médio do bordo da laje, ambos na direcdo y.

A Figura 5-9 esboca o Diagrama de Momentos Fletores (DMF) na direcéo y, consi-
derando um certo grau de engastamento entre a laje e a viga de bordo.

My~ A

M
‘@ My+L @

Figura 5-9: Diagrama Momento Fletor na direcéo y.
De acordo com a equacao (5.15), verifica-se que:
My = a?.q.fator funcio de (x,y,1)

My™TL
az.q

A razéo onde a é a menor dimensdo da laje e q a carga uniformemente distri-

buida na direcéo perpendicular ao plano da laje sera um coeficiente chamado de my*L, e

My~L

a razéo >
a=.q

sera um coeficiente chamado de ny L . Assim my*L =

fator fungio(x,y, A1) para obtencdo do momento positivo maximo no meio do vao, dire-
cdoy, para quaisquer valoresdeaeq,e ny L = fator funcao(x,y, 1), para obtencao
do momento maximo negativo no meio do bordo, dire¢do y, para quaisquer valores de a e

g.
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e Exemplos numéricos elucidativos:

Seja uma laje de dimensbes 3 m x 3,3 m, portanto A = 1,1, e viga com base b igual
a 20 cm e altura h igual a 40 cm. Usando a equacéo (5.37), a razdo entre a rigidez a torcao

da viga e a rigidez a flexdo da laje é:

GJ
— =3,516
D

A Figura 5-13 esboca 0s momentos na direcdo 11, fornecido pelo programa SAP2000

(CS1(2000)), que seré a direcdo x do referencial da Figura 3-1.

[ Resultant M11 Diagram (distribuida) |

Figura 5-10: Momentos direcdo 11.

O coeficiente relativo ao momento maximo positivo na direcdo x é calculado através

da equacéo (5.38):

N Mx*tL 3,576 (5.38)
mxTL = 2.q = 32X10=O,O4O
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A Figura 5-11Figura 5-13 esboca os momentos na dire¢do 11 fornecidos pelo pro-
grama SAP2000 (CSI(2000)), que sera a direcdo x do referencial da Figura 3-1.

B Resultant M11 Diagram (distribuida) |

-2.80663

Figura 5-11: Momentos na diregdo 11, SAP2000.

O coeficiente relativo ao momento maximo negativo na direcao x é calculado através

da equacéo (5.39):

Mx~L 2,806
nx" L = =

a?2.q 32x10

(5.39)

= 0,031

e Momentos na direcdo 2-2 pelo programa (SAP2000 - (CSI,2000))

Pelo sistema de referencial (Figura 3-1), a direcdo 22 do SAP2000 (CSI,2000) ¢é a
direcdo y da Figura 3-1. Entéo:
M22(SAP) = My*L

Onde My*L é o momento maximo positivo no centro da laje apoiada em vigas. Os

coeficientes na diregdo 2-2 foram calculados a partir da mesma modelagem que os coefi-

cientes na direcdo 1-1.
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A Figura 5-12 esboca os momentos na direcdo 22, fornecidos pelo programa
SAP2000(CSI1(2000), que sera a diregdo y do referencial da Figura 3-1.

[ Resultant M22 Diagram (distribuida) |

Figura 5-12: Momentos direcao 22, SAP2000.

O coeficiente relativo ao momento maximo positivo na direcdo y é calculado através
da equacéo (5.40):

My*L 3,393 0038 (5.40)
a’2.q 32x10 '

my*L =
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A Figura 5-13 esboca os momentos na direcdo 22, fornecidos pelo programa
SAP2000(CSI1(2000), que sera a diregdo y do referencial da Figura 3-1.

B Resultant M22 Diagram (distribuic 1

-2.880731

Figura 5-13: Momento na diregdo 22 SAP2000.

O coeficiente relativo ao momento maximo negativo na direcéo y é calculado através
da equacéo (5.41):

My~L 2,88 (5.41)
= = 0,032
az.q 32 x10

Os coeficientes relativos aos momentos maximos positivos e negativos nas direcoes
X e y para os demais valores de A (de 1,0 a 2,0, com incrementos de 0,1) e demais valores
de alturas de viga considerados (diferentes razGes entre rigidez a torcéo das vigas e rigidez
a flexdo das lajes, conforme a equacéo (5.37)) foram obtidos a partir das modelagens ilus-
tradas na Figura 5-7 e aplicando as equacdes (5.38), (5.39), (5.40) e (5.41).
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6. ABACOS

A seguir sdo apresentados &bacos para diferentes momentos com aplicagdes numéri-
cas. Tais dbacos apresentam as relacfes obtidas para 0s momentos positivos e negativos
nas direcdes x e y considerando lajes apoiadas em vigas.

A Figura 6-1 esboco o caso de uma laje apoiada em vigas de bordo.

vigas de rigidez torcional GGJ

laje com rigidez flexional D

Figura 6-1: Esboco laje apoiada em vigas.

e Para confeccdo das tabelas e &bacos na direcdo x serdo considerados:

A Figura 6-2 apresenta esboco dos coeficiente para determinacdo dos momentos po-
sitivos e negativos maximos, no caso de laje apoiada em vigas de bordos, na diregdo x. A
situacdo mais proxima da realidade é a que considera um certo grau de engaste entre a laje

e as vigas de bordo.

é ®

Figura 6-2 coeficientes para determinagdo dos momentos na direcao X.
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O valor mx*L da Figura 6-2 é dado pela equagdo (6.1), onde Mx*L é o valor do
momento maximo positivo esbocado na Figura 5-8, a € a menor dimensao da laje e q a

carga uniformemente distribuida perpendicularmente ao plano da laje.

Mx*L (6.1)

mxtL = >
a?.q

O valor nx~L da Figura 6-2 é dado pela equacdo (6.2), onde Mx~L é o valor do
momento maximo negativo esbocado na Figura 5-8, a € a menor dimensdo da laje e q a

carga uniformemente distribuida perpendicularmente ao plano da laje.

Mx~L (6.2)
a’.q

nx"L =

A Figura 6-3 apresenta esboco dos coeficientes para determinacdo dos momentos
positivos méaximos, no caso de placa na direcdo X. A situagdo tedrica € a que considera
apoio perfeito nas vigas de bordos, portanto momento negativo nos bordos nulo. Os valores
de mx*P séo definidos na Tabela 5-1 e na Tabela 5-2.

Figura 6-3: Coeficientes para determinacdo dos momentos na diregéo X.

6.1  Tabela e dbaco obtidos para a relacéo entre os coeficientes dos momentos po-

sitivos na laje e os coeficientes dos momentos positivos na placa — Diregéo x

Os coeficientes para obtencdo dos momentos positivos nas lajes séo dados pela equa-

cdo (6.1) e os coeficientes para obtencdo dos momentos positivos na placa séo definidos

87



na Tabela 5-1, na direcdo x. Os valores de Mx*L foram obtidos através dos resultados das

modelagens esbog¢adas na Figura 5-7.

A Tabela 6-1 e o0 abaco da Figura 6-4 mostram a razdo mx*L/ mx*P, para as raz0es

GJ/D, sendo GJ o valor da rigidez torcional das vigas e D o valor da rigidez flexional da

b(maior dimensao da laje)

laje, razdo esta definida na equacéo (5.35), 4 =

a(menor dimensio da laje)’

, mx*L definido

na equacdo (6.1) para valores de Mx*L obtidos através dos resultados das modelagens

esbocadas na Figura 5-7 e mx*P definido na Tabela 5-1 e na Tabela 5-2.

Tabela 6-1: mx*L/ mx*P.

Relacdo mx*L/mx*P
GJ/ID

2,254 0,977 | 0,925 | 0,886 | 0,855 | 0,837 | 0,823 | 0,811
3,516 0,795 | 0,771 | 0,755 | 0,739 | 0,714 | 0,700 | 0,688
4,791 0,694 | 0,674 | 0,664 | 0,654 | 0,642 | 0,628 | 0,616
6,069 0,636 | 0,617 | 0,602 | 0592 | 0577 | 0,563 | 0,551
7,348 0,595 | 0,580 | 0,568 | 0,555 | 0,537 | 0,523 | 0,511

GJ/D

2,254 0,799 | 0,787 | 0,775 | 0,763
3,516 0,676 | 0,664 | 0,652 | 0,640
4,791 0,604 | 0,592 | 0,580 | 0,568
6,069 0,539 | 0,527 | 0,515 | 0,503
7,348 0,499 | 0,487 | 0,475 | 0,463
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A Figura 6-4 esboca o dbaco com dos dados da Tabela 6-1.

mx* L/mx* P
1
0,9
——\=1,0
——\=1,1
0,8 ——\=1,2
a.
.;.< A= 1,3
£
~ 07 —o—A\=14
"
x —0—\=1,5
€
0,6 A=1,6
——A\=1,7
——)\=138
0,5
——\=19
——A=2,0
0,4
0 1 2 3 4 5 6 7 8
GJ/D

Figura 6-4: Abaco mx*L/ mx*P.

A partir da Tabela 6-1 e do 4baco da Figura 6-4Figura 6-4: Abaco mx*L/ mx*P.,

pode-se concluir:

+

I ~ L . -
e ParaA=1,6até A =2 os valores da razdo entre ::z +5 Sd0 bem proximos.
. .. R ~ . ~ *L . .
e Quanto maior a rigidez a torcdo da viga (GJ), menor a razdo Z;P, Ou seja, maior a

reducdo dos momentos positivos no meio do vao, na consideragdo como laje apoiada
em vigas de bordos. Considerando a rigidez a flexdo da laje (D) como constante.

e Quanto maior a relagdo entre o maior e 0 menor véo da laje menor valor da razédo mx+L/
mx+P.

e Paradimensionar uma laje por esta tabela ou pelo abaco, é necessario garantir um grau
de engastamento entre a laje e a viga, dimensionando uma armadura superior nos bor-

dos da laje compativel com tal engastamento entre laje e vigas.
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Aplicacdes dos dbacos e as tabelas.

Seja determinar o momento solicitante méximo positivo na direcdo x para uma laje
de lados 3me 4,5 me 10 cm de espessura, apoiada nos quatro lados em vigas de dimensdes
20 cm para base e 50 cm para a altura, submetida a um carregamento distribuido perpendi-
cular ao plano da laje com valor de 12 kN/m=.

De acordo com a equacdo (5.35) o valor da rigidez a tor¢do de uma viga (GJ) com
estas dimensdes € igual a 12.756 kN-m2 e arigidez a flexao da laje (D) para uma espessura

de 10 cm conforme equacéo (5.36) € igual a 2.662 kN-m. Portanto a raz&o entre tais valores

é dado pela equacéo (6.3)
G] 12756 _ (6.3)
D~ 2662 701

O valor de A (razdo entre a maior e menor dimensdo da laje) é dado pela equacao
(6.4):

45 (6.4)

Utilizando os valores das equacgdes (6.3) e (6.4) na Tabela 6-1 ou no abaco da Figura

6-4, encontramos:

mx'L 0639 (6.5)
mx*tP

Com a Tabela 5-1 ou a Tabela 5-2 encontra-se:
mx*P =0,0784.
Inserindo este valor na equacéo (6.5), obtém-se:

mx*L = 0,0784 x 0,639 = 0,051.
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Usando a equacéo (5.13), o calculo do momento positivo maximo no centro da laje

na direcdo x é dado pela equacéo (6.6):

Mx*L = a?.q.mx*P = 0,051 x32%x12=05,508kN-m (6.6)

6.2  Tabela e abaco obtidos para a relacéo entre os coeficientes dos momentos ne-

gativos na laje e os coeficientes dos momentos positivos na placa — Diregdo x

Os coeficientes para obtencdo dos momentos negativos na laje sdo dados pela equa-
cao (6.2) e os coeficientes para obtencdo dos momentos positivos na placa sdo definidos
na Tabela 5-1, na direcéo x. Os valores Mx'L da equacéo (6.2) s&o relativos aos resultados
obtidos nas modelagens descritas na Figura 5-7.

A Tabela 6-2 e 0 abaco da Figura 6-5 mostram a razdo nx'L/ mx*P, para as raz0es

GJ/D, sendo GJ o valor da rigidez torcional das vigas e D o valor da rigidez flexional da

b(maior dimensao da laje)

a(menor dimensio da laje)’ nX'L definido na

laje, razéo esta definida na equacéo (5.35), 1 =

equacéo (6.2) e mx*P definido na Tabela 5-1 e na Tabela 5-2.

Tabela 6-2: nx'L/ mx*P.

Relacdo nx'L/mx*P
GJ/D

2,254 | 0,432 0,385 | 0,321 | 0,285 | 0,247 | 0,215 | 0,187
3,516 | 0,682 0,597 | 0551 | 0,482 | 0,448 | 0,408 | 0,373
4,791 | 0,818 | 0,732 | 0,674 | 0,625 | 0578 | 0,535 | 0,497
6,069 | 0,899 | 0,829 | 0,762 | 0,710 | 0,662 | 0,619 | 0,580
7,348 | 0,955 | 0,896 | 0,820 | 0,767 | 0,720 | 0,676 | 0,637
G0 [a=17 [A=18]A=19 [2=20]
2,254 | 0,162 0,139 | 0,119 | 0,102
3,516 | 0,341 0,312 | 0,285 | 0,263
4,791 | 0,474 | 0,430 | 0,401 | 0,377
6,069 | 0544 | 0511 | 0,479 | 0,456
7,348 | 0,601 0,567 | 0540 | 0,512
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A Figura 6-5 esboca o0 abaco com os dados da Tabela 6-2.

1,000

0,900

0,800

0,700

0,600

0,500

nx'L/mx*P

N

0,400

0,300

0,200

0,100

0,000

nx'L/mx*P

—e—A=10
——\=1,1

A=1.2
—e—A=13
—o—\=14

A=15
—e—\=16
——1\=17
—e—A=18
—e—1\=19
——1=20

GJ/D

Figura 6-5: Abaco nx'L/mx*P.

A utilizacdo da Tabela 6-2 e do abaco da Figura 6-5 é idéntica ao exemplo apresen-

tado no caso anterior (Tabela 6-1 e dbaco da Figura 6-4).

A partir da Tabela 6-2 e 0 abaco da Figura 6-5, pode-se concluir:

Aumentado o valor da rigidez das vigas a tor¢do a razdo nx'L/mx*P aumenta,
tendendo convergir para o valor unitario, considerando constante a rigidez a
flexdo da laje (D);

Para X = 1,0 e razdo GJ/D igual a 7,348 (vigas com grande rigidez a tor¢éo)
0 momento negativo nos bordos (nx'L) das lajes apoiadas tende a igualar com
0 momento positivo maximo (mx*P) das placas;

A razdo nx'L/mx*P aumenta com a reducéao da razdo entre 0 maior e 0 menor

vao da laje. Tendendo a 1,0 para laje quadradas (A = 1,0).
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Aplicacdes dos abacos e tabelas.

Seja comparar para uma laje 3m x 3m com 10 cm de espessura apoiada nos 4 cantos,
submetida a solicitacdo de uma carga uniformemente distribuida perpendicularmente ao
seu plano de 10 kN/m2, os momentos fletores negativos pela NBR 6118/2014 e os valores
obtidos pela Tabela 6-2 e o dbaco da Figura 6-5:

A armadura minima de lajes é definida de acordo com o item 17.3.5.2.1 da NBR
6118 (2014). Para fck de 20 MPa a 30 MPa, tal armadura é calculada pela equagéo(6.9):

0.15 6.7
ASpmin = 100 x 100 x 10 = 1,50 cm? (6.7)

A armadura minima negativa nos apoios de uma laje sem continuidade com os quatro
bordos apoiados, preconizada pela tabela da NBR6118 (2014), é calculada pela equacéo
(6.8):

(6.8)

)

100

ASpminborda = 0,67x x 100 x 10 = 1,00 cm?

Célculo do momento negativo solicitante nas bordas da laje preconizado pela
NBR6118/2014:

Utilizando uma planilha eletrénica para dimensionamento da armadura de lajes defi-
nido no Capitulo 4 — Lajes em concreto armado - e formulando uma retro analise para a
armadura de 1,00 cmz, encontra-se um momento solicitante de 2,20 kN-m, para uma laje
com vdo na direcdo x igual a 3m e carga uniformemente distribuida no plano da laje igual
a 10 kN/mz2.

Transformando este momento num coeficiente que pode ser aplicado a outras dimen-

sOes e cargas solicitantes em lajes, tem-se conforme na equagéo (6.9):

Nx~borda min 2,20 (6.9)
= = 0,024
az.q 32 x 10

NnX" Lpin =
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Com os valores da Tabela 5-1 e da Tabela 6-2, serdo criadas as Tabela 6-3 e Tabela

6-4, para determinacdo da relacdo entre 0s momentos negativos nos bordos e 0 momento

negativo preconizado pela NBR 6118/2014.

Tabela 6-3: Tabela para determinacéo da relacdo entre 0s momentos negativos nos bordos

e 0 momento negativo preconizado pela NBR 6118/2014.

A=1

=

1,1

=

1,2

GJ

nxL/
mx*P

mx*P

nxL

nxL/
nx:
Lmin

nxL/
mx*P

mx*P

nxL

nxL/
nx
Lmin

nxL/
mx*P

mx* P

nxL

nxL/
nx
Lmin

2,254

0,432

0,044

0,019

0,792

0,385

0,052

0,020

0,833

0,321

0,059

0,019

0,792

3,516

0,682

0,044

0,030

1,250

0,597

0,052

0,031

1,291

0,551

0,059

0,033

1,359

4,791

0,818

0,044

0,036

1,500

0,732

0,052

0,038

1,583

0,674

0,059

0,040

1,663

=

=

1,4

=

1,5

GJ

nxL/
mx*P

mx*P

nxL/
nx:
Lmin

nxL/
mx*P

mx*P

nx-L

nxL/
nx
Lmin

nxL/
mx*P

mx*P

nxL

nxL/
nx
Lmin

2,254

0,285

0,066

0,785

0,285

0,073

0,021

0,861

0,215

0,078

0,017

0,702

3,516

0,482

0,066

1,328

0,482

0,073

0,035

1,456

0,408

0,078

0,032

1,333

4,791

0,625

0,066

1,721

0,578

0,073

0,042

1,746

0,535

0,078

0,042

1,748

=

=

1,7

=

1,8

GJ

nxL/
mx*P

mx*P

nxL/
nx
Lmin

nxL/
mx*P

mx*P

nx-L

nxL/
nx
Lmin

nxL/
mx*P

mx*P

nxL

nxL/
nx
Lmin

2,254

0,187

0,084

0,652

0,162

0,088

0,014

0,597

0,139

0,093

0,013

0,537

3,516

0,373

0,084

1,301

0,341

0,088

0,030

1,256

0,312

0,093

0,029

1,205

4,791

0,497

0,084

1,733

0,474

0,088

0,042

1,746

0,430

0,093

0,040

1,661

=

2,0

GJ

nxL/
mx*P

mx*P

nxL/
nx:
Lmin

nxL/
mx*P

mx*P

nxL

nxL/
nx-
Lmin

2,254

0,119

0,097

0,011

0,478

0,102

0,100

0,010

0,425

3,516

0,285

0,097

0,028

1,146

0,263

0,100

0,026

1,095

4,791

0,401

0,097

0,039

1,612

0,377

0,100

0,038

1,569

94




Tabela 6-4: Relacdo nx'L/nx'min (momentos negativos nos bordos considerando engaste
laje com viga de bordo e 0 momento negativo preconizado pela NBR 6118/2014.
Os valores desta tabela foram retirados da Tabela 6-3.

Relacdo nx'L/nx'min

GJD |n=1 |r=1,1|r=12|r=1,3|r=1,4|2=1,5|2=1,6 |A=1,7 |A=1,8 |L=1,9 |1L=2,0

2,254 10,792 0,833 | 0,792 | 0,785 | 0,861 | 0,702 | 0,652 | 0,597 | 0,537 | 0,478 | 0,425

3516 1,250 | 1,291 | 1,359 | 1,328 | 1,456 | 1,333 | 1,301 | 1,256 | 1,205 | 1,146 | 1,095

4,791 1500|1583 | 1,663 | 1,721 | 1,746 | 1,748 | 1,733 | 1,746 | 1,661 | 1,612 | 1,569

Conclusoes

Analisando a Tabela 6-4, observa-se que a armadura minima preconizada na Tabela
19.2 da NBR 6118 (2014) atende a todos os o0s valores de A, quando GJ/D (razédo entre a
rigidez a tor¢do da viga e a rigidez a flexdo da laje) for inferior ou igual & 2,254, onde
observa-se que a relagdo nx-L/nx-min é menor que 1. Para esta razdo, GJ/D = 2,254, as
lajes estardo apoiadas em vigas com pequenos valores de rigidez a tor¢do da viga (GJ) em
relacdo a rigidez a flexdo da laje (D), pois foi considerado uma espessura constante da laje
de 10 cm. Para razdo GJ/D igual ou superior a 3,15 a relagdo nx-L/nx-min é maior que 1,
portanto armadura minima preconizada pela NBR 6118/2014 ndo atenderé aos esforgos

solicitantes.
e Para confeccdo das tabelas e abacos na direcdo y serdo considerados:

A Figura 6-6 apresenta esboco dos coeficiente para determinacdo dos momentos po-
sitivos e negativos maximos, no caso de laje apoiada em vigas de bordos, na dire¢do y. A
situacdo mais proxima da realidade é a que considera um certo grau de engaste entre a laje
e as vigas de bordo, assim ter-se-a coeficientes para definicdo dos momentos negativos nos

bordos.

ny L ny'L‘

© =

Figura 6-6: coeficientes para determinagdo dos momentos na direcao y.
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O valor my™L da Figura 6-6 é dado pela equacdo (6.10), onde My*L é o valor do
momento maximo positivo definido na Figura 5-9, obtido nas modelagens definidas na
Figura 5-7, a € a menor dimenséo da laje e q a carga uniformemente distribuida perpendi-

cularmente ao plano da laje.

My*L 6.10
my+L — a-z]q ( )

O valor ny~L da Figura 6-6 é dado pela equacgdo (6.11), onde My~L é o valor do
momento maximo negativo esbocado na Figura 5-9, a é a menor dimensdo da laje e q a

carga uniformemente distribuida perpendicularmente ao plano da laje.

My~L (6.11)
a’.q

ny L=

A Figura 6-7 apresenta esboco dos coeficientes para determinagdo dos momentos
positivos maximos, no caso de placa na direcdo y. A situacao tedrica é a que considera
apoio perfeito nas vigas de bordos, portanto momento negativo nulo nos bordos. Os valores

de my™ P sdo definidos na Tabela 5-1 e Tabela 5-2.

my P

Figura 6-7: coeficientes para determinacdo dos momentos na direcao y.

6.3  Tabela e 4baco obtidos para a relacdo entre os coeficientes dos momentos po-

sitivos nas lajes e 0s momentos positivos nas placas — Direcao y

A Tabela 6-5 e 0 abaco da Figura 6-8 mostram a razdo my*L/ my*P, para as razes

GJ/D, sendo GJ o valor da rigidez torcional das vigas e D o valor da rigidez flexional da

b(maior dimensao da laje)

laje, razdo esta definida na equacédo (5.35) , A = my*L definido

a(menor dimensio da laje)’
na equacao (6.10) e my*P, para placas considerando bordos com apoios perfeitos, definido
na Tabela 5-1 e na Tabela 5-2. Os valores de My*L da equacéo (6.10) sdo relativos aos

resultados obtidos nas modelagens descritas na Figura 5-7.
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Tabela 6-5: Relagcdo my*L/ my*P.

A=1,0 A=1,1 A=1,2 A=13
my*L/ my*L/ my*L/ my*L/
GJ my‘P GJ my'P GJ my'P GJ my*P
2,254 0,977 2,254 1,049 2,254 1,161 2,254 1,284
3,516 0,795 3,516 0,848 3,516 0,893 3,516 0,972
4,791 0,691 4,791 0,714 4,791 0,759 4,791 0,796
6,069 0,636 6,069 0,647 6,069 0,670 6,069 0,694
7,348 | 0591 | 7,348 | 0,603 | 7,348 | 0,618 | 7,348 | 0,633
=14 =1,5 =1,6 =1,7
my*L/ my*L/ my*L/ my*L/
GJ my‘P GJ my‘P GJ my‘P GJ my‘P
2,254 1,427 2,254 1,585 2,254 1,766 2,254 1,960
3,516 1,055 3,516 1,145 3,516 1,250 3,516 1,362
4,791 0,844 4,791 0,898 4,791 0,963 4,791 1,030
6,069 | 0,724 | 6,069 | 0,757 | 6,069 | 0,797 | 6,069 0,838
7,348 0,651 7,348 0,671 7,348 0,697 7,348 0,723
A=1,8 A=19 A=2,0
my*L/ my*L/ my*L/
my‘P GJ my‘P GJ my‘P
2,254 2,189 2,254 2,423 2,254 2,679
3,516 1,493 3,516 1,634 3,516 1,782
4,791 1,109 4,791 1,196 4,791 1,289
6,069 | 0,890 | 6,069 | 0,946 | 6,069 | 1,005
7,348 0,758 7,348 0,820 7,348 0,842
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Figura 6-8 esboca um abaco com os dados da Tabela 6-5.

+ +
my*L/my*P
3,000
2,500 o—1-10
a ——\=1,1
+
> A=12
€ 2,000 1s
S B
> —0—\=14
=
A=1,5
1,500
——\=1,6
——A\=1,7
1,000 ——A\=138
——\=19
——\=2,0
0,500
0 1 2 3 4 5 6 7 8
GJ/D

Figura 6-8: Abaco my*L/my*P.

A utilizacdo da Tabela 6-5 e do abaco da Figura 6-8 é idéntica ao exemplo apresen-
tado no caso da Tabela 6-1 e do abaco da Figura 6-4.

A partir da Tabela 6-5 e do &dbaco da Figura 6-8, pode-se concluir:

+

e Quanto maior a rigidez a tor¢do da viga (GJ), menor a razdo % Ou seja, maior a
reducdo dos momentos positivos no meio do vao, na consideracdo como laje apoiada em
vigas, em relacdo a consideracdo de placas com apoio perfeito;

e Para dimensionar uma laje por esta tabela ou pelo abaco, € necessario garantir um grau
de engastamento entre a laje e a viga, dimensionando uma armadura superior nos bordos
da laje compativel com tal engastamento entre laje e vigas;

e Paraarelacdo GJ/D <6 e A>1,1 a maioria dos valores do momento positivo maximo no
meio do vao da maior dimensdo da laje apoiada em vigas, supera o valor do momento
méaximo no meio da placa, com bordos em apoios perfeitos, definidos na Tabela 5-1 e Ta-
bela 5-2. Para uma relagdo GJ/D = 2,254 e raz&o entre 0 maior e menor vao da laje igual a

2,0, limite da laje armada em duas dire¢des, o valor do momento positivo maximo no meio
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do vao, para lajes considerando o apoio dos bordos em vigas, pode chegar a 2,679 vezes
maior que o valor para lajes considerando o apoio dos bordos perfeito. Tabela e abaco ob-
tidos para a relacdo entre 0 momento negativo na laje e 0 momento positivo na placa -
Direcdo yA tabela e abaco a seguir foram gerados calculando a razéo entre os valores ob-
tidos na modelagem por elementos finitos definidas na Figura 5-7, através do programa
SAP2000 (CS1,2000)) para lajes com apoios em vigas, considerando diferentes alturas (ri-
gidezes) das vigas e diferentes relacfes entre as dimensdes dos vdos das lajes, que seréo
chamados de ny'L definido na equacdo (6.11) e os valores obtidos através do método de
Navier (validado pelo SAP2000 (CSI,2000)) que sera chamado de my*P. Os valores de
MyL na equacado (6.11) foram retirados nas modelagens definidas na Figura 5-7.A Tabela
6-6 a Figura 6-9 a seguir mostram a razdo ny’'L / my*P.
Tabela 6-6: ny’'L/ my*P.

A=1,0 A=1,1 A=12 A=13
ny L/ ny L/ ny L/ ny L/
GJ my‘P GJ my*P GJ my*P GJ my*P
2,254 | 0,432 | 2,254 | 0469 | 2,254 | 0513 | 2,254 | 0,563
3,516 | 0,678 | 3,516 | 0,714 | 3,516 | 0,759 | 3,516 | 0,812
4,791 | 0,818 | 4,791 | 0,857 | 4,791 | 0,915 | 4,791 | 0,969
6,069 | 0,890 | 6,069 | 0,944 | 6,069 | 1,004 | 6,069 | 1,059
7,348 | 0955 | 7,348 | 1,004 | 7,348 | 1,049 | 7,348 | 1,104
A=14 A=1,5 A=1,6 A=1,7
ny L/ ny L/ ny L/ ny L/
GJ my‘P GJ my*P GJ my*P GJ my*P
2,254 | 0596 | 2,254 | 0,657 | 2,254 | 0,700 | 2,254 0,762
3,516 | 0,849 | 3516 | 0,915 | 3,516 | 0,973 | 3,516 1,031
4,791 1,009 4,791 1,080 4,791 1,141 4,791 1,203
6,069 | 1,101 | 6,069 | 1,174 | 6,069 | 1,241 | 6,069 1,305
7,348 | 1,170 | 7,348 | 1,221 | 7,348 | 1,300 | 7,348 1,357
=1,8 =19 =20
nyL/ nyL/ nyL/
GJ my*P GJ my*P GJ my*P
2,254 | 0,831 | 2,254 | 0,899 | 2,254 | 0,978
3516 | 1,097 | 3516 | 1,161 | 3,516 | 1,229
4,791 | 1272 | 4,791 | 1,341 | 4,791 | 1,406
6,069 | 1,379 | 6,069 | 1452 | 6,069 | 1,509
7,348 | 1441 | 7,348 | 1509 | 7,348 | 1,579
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A Figura 6-9 esboca o abaco para os dados da Tabela 6-6.

ny L/my*P

1,600
1,400
1,200

1,000

ny L/my*P

).

0,800

0,600

0,400

GJ/D

Figura 6-9: Abaco ny-L/my+P.

——1\=1,0
——\=1,1

A=12
——1\=13
—o—\=14

A=15
—e—\=16
——\=17
——\=18
——1\=19
——1\=2,0

A utilizacdo da Tabela 6-6 e do &baco da Figura 6-9 Figura 6-9€ idéntico ao explici-

tado no caso da Tabela 6-1 e Figura 6-4.

A partir da Tabela 6-6 e do abaco da Figura 6-9 pode-se concluir:

e Aumentado o valor da rigidez das vigas a tor¢do a razdo ny' L/my*P aumenta, ten-

dendo convergir para o valor 1,6;

e A razdo ny'L/my"P aumente com o aumento da rigidez a tor¢do das vigas e com

quando A tende para 2,0), valor limite de lajes armadas em duas diregdes.

Aplicacgdes dos dbacos e tabelas.

Seja uma laje 3 m x 3 m, com 10 cm de espessura, apoiada nos 4 cantos, submetida

a solicitacdo de uma carga uniformemente distribuida perpendicularmente ao seu plano de

10 KN/m?2,
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A armadura minima de lajes é definida de acordo com o item 17.3.5.2.1 da NBR
6118 (2014). Para fck de 20 MPa a 30 MPa, tal armadura € calculada pela equacéao (6.12):

0,15 (6.12)
ASpin = Too ~ 100 x 10 = 1,50 cm?
A armadura minima negativa nos apoios de uma laje sem continuidade com os quatro
bordos apoiados, preconizada pela tabela da NBR6118 (2014), é calculada pela equacéo

(6.13):

0,15 6.13
ASminporaa = 0,67 =52 x100x 10 = 1,00 cm? (6.13)

Célculo do momento negativo solicitante nas bordas da laje preconizado pela
NBR6118/2014.

Utilizando uma planilha eletronica para dimensionamento da armadura de lajes, con-
forme as definicGes apresentadas no Capitulo 4 — lajes em concreto armado - e formulando
uma retro analise para a armadura de 1,00 cm?, encontra-se um momento solicitante de 2,2
KN-m.

Transformando este momento num coeficiente que pode ser aplicado a outras dimen-

sOes e cargas solicitantes em lajes, tem-se:

Ny~borda min 2,2 (6.14)
= = 0,024
a’.q 32.10

ny Lpin =

Com os valores da Tabela 5-1, da Tabela 6-6 e o valor encontrado na equacéo (6.14),
sera criada a Tabela 6-7 para determinacdo da relacdo entre 0s momentos negativos nos
bordos e 0 momento negativo preconizado pela NBR 6118/2014.
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Tabela 6-7: Tabela para determinacéo da relagdo entre 0s momentos negativos nos bordos

e 0 momento negativo preconizado pela NBR 6118/2014.

A=1

=1,1

A=1,2

GJ

nyL/
my*P

my+P

ny-L

ny-L /
ny-
Lmin

nyL/
my*P

my+P

ny-L

ny-L /
ny-
Lmin

nyL/
my*P

my+P

ny-L

ny-L /
ny-
Lmin

2,254

0,432

0,044

0,019

0,792

0,469

0,045

0,021

0,875

0,513

0,045

0,023

0,958

3,516

0,678

0,044

0,030

1,243

0,714

0,045

0,032

1,333

0,759

0,045

0,034

1,417

4,791

0,818

0,044

0,036

1,500

0,857

0,045

0,038

1,600

0,915

0,045

0,041

1,708

=

1,3

r=1,4

=

1,5

GJ

nyL/
my*P

my+P

ny-L

ny-L /
ny-
Lmin

nxL/
mx*P

my+P

ny-L

ny-L /
ny-
Lmin

nyL/
my*P

my+P

ny-L

ny-L /
ny-
Lmin

2,254

0,563

0,044

0,025

1,042

0,596

0,044

0,026

1,083

0,657

0,043

0,028

1,166

3,516

0,812

0,044

0,036

1,502

0,849

0,044

0,037

1,542

0,915

0,043

0,039

1,624

4,791

0,969

0,044

0,043

1,793

1,009

0,044

0,044

1,833

1,080

0,043

0,046

1,917

=

1,6

=17

=

1,8

GJ

nyL/
my*P

my+P

ny-
L/

ny-L /
ny-
Lmin

nyL/
my*P

myx+P

ny-
L/

ny-L /
ny-
Lmin

nyL/
my*P

my+P

ny-
L/

ny-L /
ny-
Lmin

2,254

0,700

0,041

0,029

1,208

0,762

0,040

0,031

1,280

0,831

0,039

0,032

1,350

3,516

0,973

0,041

0,040

1,678

1,031

0,040

0,042

1,731

1,097

0,039

0,043

1,783

4,791

1,141

0,041

0,047

1,968

1,203

0,040

0,048

2,020

1,272

0,039

0,050

2,067

=

A=2,0

GJ

nyL/
my*P

my+P

ny-L /
ny-
Lmin

nyL/
my*P

my+P

ny-L /
ny-
Lmin

2,254

0,899

0,038

1,416

0,978

0,037

1,496

3,516

1,161

0,038

1,829

1,229

0,037

1,879

4,791

1,341

0,038

2,112

1,406

0,037

2,150

Tabela 6-8: Relacdo ny'L/ny'min (relacdo entre 0s momentos negativos nos bordos e o

momento negativo preconizado pela NBR 6118/2014), valores retirados da Tabela 6-7.

Relacdo ny'L/ny'min

GJ/D

A=1

A=11

A=1,2

A=13

A=1,4/A=15

A=1,6

A=17

A=18

A=19

A=2,0

2,254

0,792

0,875

0,958

1,042

1,083| 1,166

1,208

1,280

1,350

1,416

1,496

3,516

1,243

1,333

1,417

1,502

1,542 1,624

1,678

1,731

1,783

1,829

1,879

4,791

1,500

1,600

1,708

1,793

1,833| 1,917

1,968

2,020

2,067

2,112

2,150
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Conclusoes

Analisando a Tabela 6-8, observa-se que a armadura minima preconizada na tabela
da NBR6118/2014 s6 atende, para momentos negativos nos bordos na direcéo y, valores
para a relagcdo GJ/D, inferiores ou iguais aos com 2,254, ou seja, lajes apoiadas em vigas
com pequenos valores de rigidez a torgdo (GJ) para um valor de rigidez a flexdo da laje (D)
constante, pois foi considerado uma espessura constante da laje de 10 cm e, para razao

entre 0 maior e 0 menor vao da laje menor ou igual a 1,20.
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7. PLACAS ENGASTADAS

7.1  Definicdo

Para placas engastadas, a contribuicdo deste trabalho sera apresentar uma tabela com
coeficientes para calculo dos momentos fletores para todos os casos, considerando coefici-
ente de Poisson igual a 0,20. Tais valores serdo comparados com os valores atuais usados

em tabelas existentes, como Czerny.

7.2 Modelagem

Sera modelada uma placa onde 0s engastes serdo apoios de terceiro género nos pon-
tos finais das linhas da malha adotada e os lados apoiados com apoios de segundo género
nos pontos finais de tal malha, para comparagdo com os valores calculados pela Teoria da
Elasticidade segundo TIMOSHENKO e KRIEGER (1959). Inicialmente as placas serdo
modeladas considerando coeficiente de Poisson de 0,30, visando manter a coeréncia com

as equacoes da referéncia citada.

e Modelagem 1 — placas com 4 engastes

Seja uma placa com 4 engastes, dimensdes (3, 3.3) m logo A = 1,1 carregamento de
10 % distribuido uniformemente perpendicular a superficie da placa e coeficiente de Pois-

son 0,30, pois segundo TIMOSHENKO e KRIEGER (1959) a solugéo das equagdes dife-

renciais para os casos engastados considera este valor para o coeficiente de Poisson.
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A Figura 7-1 mostra a modelagem para uma laje com 4 bordos engastados. O valor

do coeficiente de Poisson adotado é de 0,30.

~
Object Model - Point Information

Location Assignments | Loads I

 Identification

Label |1 74

Constraints None
S— Restraint ul, u2 u3 rl. 12 3
- Local Axes Default
Springs Mane
Masses Mone
Panel Zone Mone
Joint Patterns Mone
e iy LT AL Group ALL
W Generalized Displs MHone
E Wﬂﬁﬁ‘%ﬁf RS Named Sets None
i i "‘h““‘r—?g’ Plot Functions Mone
Merge Humber 0

Figura 7-1: Modelagem no programa computacional SAP2000.

e Apresentacdo dos resultados da modelagem 1

Pelo sistema de referencial (Figura 3-1): a direcdo 11 do SAP2000 (CSI,2000) € a
direcdo x da Figura 3-1.
A Figura 7-2 mostra 0s momentos na dire¢do x:

; | B Resultant M11 Disgram (distribuida)

=&

T R EE &

$

M5 228 MAX-2 404 Fight Cick on sy Aves Element or detailed dagram

7 O Fgl e MK

Figura 7-2: Momentos direcdo 11, SAP2000.
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O valor do coeficiente para o calculo do momento maximo positivo no meio do vao
na direcdo x, mx* P , é dado pela equacéo (7.1).

Mx*P _ 2.404

+tp = =
mx g.a2 _ 10.32

7.1
= 0,02671 (7.1)

O valor do coeficiente para o calculo do momento maximo negativo no meio da borda
na direcdo X, nx~ P , é dado pela equacéo (7.2)

Mx~P 5,225 (7.2)

“p= = = 0,058
nx g.a? _ 10.32

A Figura 7-3 mostra valores dos momentos na direcdo 22, que sera igual a direcdo y
no referencial da Figura 3-1.

E_[L Resultant M22 Diagram (distribui 1

-4.843349

MIN=-4,843, MAX=2.085, Right Click on any Area Element for detailed diagram

RGN A (| < sl
Figura 7-3: Momentos na direcéo 22, SAP2000.

O valor do coeficiente para o calculo do momento maximo positivo no meio do vao
na direcdo y, my*P, é dado pela equacdo (7.3).
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My*P _ 2085 _
q.a? 10. 32 ’ (7.3)

my*tP =

O valor do coeficiente para o calculo do momento maximo negativo no meio da borda

na direcdo y, ny~P, € dado pela equacdo (7.4).

My™P 4,843 (7.4)
= = 0,0538
q.a? 10.32

ny P =

e Validacdo da modelagem 1

Para validacdo das modelagens executadas os valores encontrados em tais modela-
gens serdo comparados com os da tabela 35 de TIMOSHENKO e KRIEGER (1959), pag.
202.

Nas equacdes (7.5, (7.6). (7.7) e (7.8), os valores mx*P, nx”P, my*P e my*P, sdo
os obtidos nas equacbes (7.1, (7.2), (7.3), e (7.4) e mx " Pigpie 35, NX Prapie 3s »
MY  Prapie 35 € NV~ Peapie 35, S0 retirados da tabela 35 citada acima;

mx*P _ 0,02671 (7.5)

= = 1,012
mx+Pmble 35 0,0264‘
nx~P 0,058 (7.6)
— = = 0,999
nx Ptable 35 0,0581
(7.7)
my*P 0,023
= = 0,997
mY* Prapie 35 0,0231
ny P 0,0538 7.
4 = = 1,000 (7.8)

Ny~ Piapie 35 00,0538

e Modelagem 2 — Placas com 2 engastes na dire¢cao do menor lado

Seja uma Placa com 2 engastes na dire¢do do menor lado, ou seja, dire¢do X, com as
dimensdes (3, 3.3) m, logo A = 1,1, carregamento de 10% distribuido uniformemente

perpendicular ao plano da placa, coeficiente de Poisson v = 0,3.
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A Figura 7-4 mostra a modelagem para placas com engastes e apoios, usando para
definir os bordos com engastes, apoios de terceiro género nos nos finais da malha na dire-
¢ao x e para definir bordos apoiados, apoio de segundo género nos nés finais da malha na

direcdo y.

L? %TJ

Figura 7-4: Modelagem no programa computacional SAP2000.
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e Apresentacao dos resultados da modelagem 2

Pelo sistema de referencial (Figura 3-1): a dire¢do 11 do SAP2000 (CSI,2000) é a
direcdo x da Figura 3-1.

A Figura 7-5 mostra 0s momentos na dire¢do x:

Resultant M11 Diagram (distribuida) ] -

-.00001644

'6, MAX=2 778, Right Click on any Area Element for detailed diagram

Figura 7-5: Momentos na dire¢do x.

O valor do coeficiente para o célculo do momento maximo positivo no meio do véo
na direcdo x é dado pela equacdo (7.9).
Mx*P _ 2,778

+p = =
mx g.az _ 10.32

O valor do coeficiente para o calculo do momento maximo negativo no meio do

bordo na direcéo x é dado pela equacéo (7.10).

Mx~P _ 0,000016
g.a?  10.32

nx P = (7.10)

= 0,00000001
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A Figura 7-6 mostra 0s momentos na direcao y:

_[ B Resultant M22 Diagram (distribuida) ] -

-7.08624
o)

L

MIN=-7,086, M&x=3,326, Right Click on any Area Element for detailed diagram

Figura 7-6: Momentos na dire¢do y.

O valor do coeficiente para o calculo do momento maximo positivo no meio do vao

na direcdo y € dado pela equacdo (7.11).

My*P 3326 003696 (7.11)
g.a?  10.32

my*tP =

O valor do coeficiente para o calculo do momento maximo negativo no meio do
bordo na direcéo y é dado pela equacéo (7.12).
My~P _ 7,086 (7.12)

ny P = 7.a2 = 1032 =0,0787
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e Validacdo da modelagem 2
A Figura 7-7 apresenta os valores obtidos por TIMOSHENKO e KRIEGER (1959)

para o caso de placas com 2 engastes existentes na direcdo de menor lado.

b>a

b S a% z 2; Y 0| =z 2, Y 0| =z 2: Y 5

a M. = Bga® | M, = Bxqa® | M, = yga?
(44 B8 B2 Y

1 0.00192 0.0244 0.0332 —0.0697
1.1 0.00251 0.0307 0.0371 —0.0787
1.2 0.00319 0.0376 0.0400 —0.0868
1.3 0.00388 0.0446 0.0426 —0.0938
1.4 0.00460 0.0514 0.0448 —0.0998
1.5 0.00531 0.0585 0.0460 —0.1049
1.6 0.00603 0.0650 0.0469 —0.1090
1.7 0.00668 0.0712 0.0475 —0.1122
1.8 0.00732 0.0768 0.0477 —0.1152
1.9 0.00790 0.0821 0.0476 —0.1174
2.0 0.00844 0.0869 0.0474 —-0.1191

Figura 7-7: Tabela (Adaptado de TIMOSHENKO e KRIEGER (1959)).

As equagdes (7.13), (7.14) e (7.15) mostram a comparagdo entre 0s momentos
maximos positivos na direcdo X, y € 0 momento maximo negativo na direcdo y obtidos nas
equacdes (7.9), (7.10), (7.11) e (7.12) com os valores encontrados por TIMOSHENKO e
KRIEGER (1959) definidos na Figura 7-7.

mx*P 0,031 (7.13)
= = 1,009
mx+PFigura 7-7 0,0307
my*P 0,03696 (7.14)
n = = 0,997
my PFigura 7-7 0,0371
ny~P _ 00787 _ 1,000 (7.15)

Ny~ Prigura 7-7 0,0787

111



e Conclusao:

Analisando as equacoes, (7.13), (7.14) e (7.15) conclui-se que a modelagem via so-
lucdo aproximada através do programa SAP2000 (CSI, 2000), utilizando MEF, é compa-
tivel com a solugdo obtida pelo método exato (Teoria da Elasticidade) apresentada em TI-
MOSHENKO e KRIEGER (1959).

7.3  Tabela para calculo de lajes engastadas usando coeficiente de Poisson de 0,20

As tabelas foram elaboradas como o proposto nas modelagens 1 e 2, apresentadas e
validadas conforme descrito no item 7.2. Todos 0s casos apresentados nas tabelas foram

obtidos a partir da equacéo (7.16).

momentos encontrados em cada modelagem (7.16)

az. q

As figuras: Figura 7-8, Figura 7-9, Figura 7-10 e Figura 7-11 ,esbogam o nimero e

modelos de modelagens para obtencéo de valores com a finalidade de confec¢éo das tabelas
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Figura 7-8: Numero e modelo de modelagens SAP2000.
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Figura 7-9: Namero e modelo de modelagens SAP2000.
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Figura 7-10: Namero e modelo de modelagens SAP2000.
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Figura 7-11: NUmero e modelo de modelagens SAP2000.

Para confeccdo das tabelas:Tabela 7-1, Tabela 7-2, Tabela 7-3 e Tabela 7-4 os coeficien-
tes mx, my, nx e ny tem valores iguais aos valores obtidos através das equacéo (7.16)

multiplicados por 100.
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Tabela 7-1: Tabela com os coeficientes para obtencdo dos momentos fletores em

lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20.

tipo caso 1 caso 2A caso 2B
ly/Ix mx my mx my ny mx my nx
1,00 4,440 4,440 3,180 3,900 8,405 3,900 3,180 8,405
1,05 4,810 4,420 3,540 4,020 8,790 4,160 | 3,1C30 8,799
1,10 5,190 4,411 3,910 4,112 9,174 4,397 2,990 9,159
1,15 5,560 4,411 4,280 4,190 9,530 4,620 2,980 9,495
1,20 5,930 4,420 4,650 4,200 9,877 4,833 2,937 9,805
1,25 6,280 4,410 5,020 4,255 10,153 5,030 2,860 10,070
1,30 6,610 4,405 5,374 4,305 10,417 5,203 2,770 10,366
1,35 6,940 4,400 5,730 4,320 10,660 5,370 2,730 10,550
1,40 7,250 4,360 6,070 4,323 10,846 5,590 2,686 10,757
1,45 7,550 4,310 6,410 4,220 11,050 5,710 2,640 10,970
1,50 7,840 4,260 6,727 4,216 11,229 5,835 2,608 11,010
1,55 8,110 4,200 7,040 4,215 11,360 5,990 2,580 11,397
1,60 8,370 4,140 7,280 4,213 11,496 6,085 2,553 11,395
1,65 8,610 4,090 7,400 4,200 11,626 6,190 2,530 11,590
1,70 8,850 4,030 7,470 4,123 11,764 6,219 2,516 11,648
1,75 9,050 3,970 7,930 4,120 11,810 6,300 2,500 11,790
1,80 9,260 3,900 7,932 4,008 11,904 6,373 2,489 11,899
1,85 9,450 3,830 8,500 4,004 11,975 6,430 2,480 12,940
1,90 9,650 3,730 8,877 3,999 12,047 6,495 2,460 12,802
1,95 9,830 3,670 8,991 3,960 12,111 6,520 2,450 12,090
2,00 9,990 3,550 9,294 3,828 12,184 6,570 2,442 12,194
q.1z 1 q-1z q-1z
Mx =mx.. ==  My= my. k& Nx = ne. =% Ny=ny=

g = carga uniformemente distribuida.

[, = menor dimensdo da laje retangular

| = Lﬁ > :_-: - =
s,
. SR
caso 1l caso 24 caso 2B
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Tabela 7-2: Tabela com os coeficientes para obten¢do dos momentos fletores em

lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20.

tipo caso 3 caso 4A

ly/Ix mx my nx ny mx my ny
1,00 3,047 3,047 6,987 6,941 2,156 3,169 6,992
1,05 3,330 3,045 7,420 7,170 2,460 3,340 7,440
1,10 3,699 3,043 7,834 7,320 2,783 3,479 7,873
1,15 3,860 3,040 8,260 7,490 3,120 3,610 8,280
1,20 4,104 3,011 8,629 7,6140 3,457 3,759 8,696
1,25 4,340 2,947 9,100 7,730 3,800 3,830 9,040
1,30 4,559 2,926 9,340 7,800 4,151 3,910 9,377
1,35 4,760 2,880 9,620 7,890 4,500 3,980 9,700
1,40 4,959 2,824 9,937 7,950 4,851 4,034 10,200
1,45 5,140 2,770 10,190 8,010 5,200 4,080 10,250
1,50 5,304 2,727 10,412 8,061 5,538 4,109 10,491
1,55 5,460 2,680 10,631 8,099 5,880 4,110 10,720
1,60 5,602 2,647 10,823 8,130 6,201 4,109 10,920
1,65 5,750 2,610 10,999 8,153 6,490 4,107 11,090
1,70 5,854 2,586 11,164 8,161 6,828 4,105 11,238
1,75 5,970 2,560 11,340 8,167 7,130 4,100 11,410
1,80 6,068 2,541 11,461 8,180 7,416 4,090 11,539
1,85 6,160 2,520 11,570 8,181 7,740 4,050 11,670
1,90 6,247 2,508 11,671 8,182 7,960 4,014 11,780
1,95 6,320 2,490 11,785 8,912 8,250 3,980 11,820
2,00 6,396 2,484 11,891 8,921 8,456 3,938 11,902

q.1% 12 q.12 q.12
Mx = mx.ﬁ My=mydx Nx= nx.ﬁ Ny = ny.Fg

g = carga uniformemente distribuida.

[, = menor dimensdo da laje retangular

fr II-' f

fAAA
]

MK
!y
T
TIREFETT

caso 44
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Tabela 7-3: Tabela com os coeficientes para obtencdo dos momentos fletores em

lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20.

tipo caso 4B caso 5A

ly/Ix mx my nx mx my nx ny
1,00 3,169 | 2,156 | 6,982 | 2,243 | 2,674 5,501 6,152
1,05 3,310 | 2,070 | 7,230 | 2,510 | 2,750 5,983 6,465
1,10 3,429 | 2,004 | 7,421 | 2,782 | 2,798 6,510 6,755
1,15 3,540 | 1,950 | 7,570 | 3,010 | 2,840 7,010 6,990
1,20 3,634 | 1,904 | 7,710 | 3,306 | 2,860 7,725 7,193
1,25 3,720 | 1,870 | 7,830 | 3,501 | 2,850 8,795 7,370
1,30 3,792 | 1,849 | 7,950 | 3,608 | 2,840 8,800 7,520
1,35 3,860 | 1,820 | 8,030 | 4,010 | 2,837 8,850 7,540
1,40 3914 | 1,780 | 8,120 | 4,283 | 2,821 8,890 7,750
1,45 3,960 | 1,770 | 8,160 | 4,500 | 2,780 9,165 7,855
1,50 4,004 | 1,763 | 8,217 | 4,700 | 2,738 9,467 7,869
1,55 4,010 | 1,750 | 8,260 | 4,890 | 2,690 9,750 7,880
1,60 4,072 | 1,745 | 8301 | 5070 | 2,670 | 10,013 | 8,030
1,65 4,100 | 1,740 | 8,330 | 5,240 | 2,590 | 10,250 | 8,034
1,70 4,121 | 1,671 | 8348 | 5,391 | 2,544 | 10,474 | 8,045
1,75 4,140 | 1,670 | 8380 | 5540 | 2,480 | 10,680 | 8,048
1,80 4,169 | 1,669 | 8393 | 5664 | 2,426 | 10,864 | 8,061
1,85 4,300 | 1,668 | 8400 | 5,790 | 2,425 | 11,030 | 8,080
1,90 4330 | 1,667 | 8413 | 5980 | 2,343 | 11,187 | 8,093
1,95 4331 | 1,666 | 8420 | 6,150 | 2,330 | 11,330 | 8,190
2,00 4333 | 1,665 | 8423 | 6,152 | 2,282 | 11,454 | 8,210

q.1% 12 q.12 q.12
Mx =mx.. ==  My= my. k& Nx = ne. =% Ny=ny=
g = carga uniformemente distribuida.
[, = menor dimensdo da laje retangular

mmmmmmmmmmmmm
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Tabela 7-4: Tabela com os coeficientes para obtengdo dos momentos fletores em lajes

usando coeficiente de Poisson igual a 0,20.

tipo caso 5B caso 6

ly/Ix mx my nx ny mx my nx ny
1,00 | 2,671 | 2,243 | 6,152 | 5,501 | 2,117 2,117 5,141 5,141
1,05 2,850 | 2,200 | 6,475 | 5,562 2,320 2,115 5,496 5,319
1,10 | 3,009 | 2,141 | 6,610 | 5,651 2,504 2,100 5,883 5,435
1,15 3,160 | 2,080 | 6,997 | 5,710 2,690 2,070 6,175 5,525
1,20 | 3,287 | 2,029 | 7,510 | 5,755 2,973 2,022 6,675 5,645
1,25 3,410 | 1,960 | 7,520 | 5,757 2,995 2,000 6,770 5,647
1,30 | 3,512 | 1,934 | 7,572 | 5,761 3,069 1,947 6,896 5,685
1,35 3,621 | 1,933 | 7,750 | 5,762 3,270 1,870 7,305 5,716
1,40 | 3,630 | 1,867 | 7,823 | 5,763 3,371 1,813 7,350 5,750
1,45 3,750 | 1,868 | 7,916 | 5,763 3,490 1,750 7,465 5,750
1,50 | 3,830 | 1,820 | 8,050 | 5,763 3,579 1,696 7,575 5,750
1,55 3,899 | 1,810 | 8,071 | 5,763 3,670 1,680 7,690 5,750
1,60 | 3,939 | 1,791 | 8,149 | 5,763 3,741 1,640 7,822 5,750
1,65 3,980 | 1,780 | 8,205 | 5,763 3,800 1,580 7,900 5,750
1,70 | 4,018 | 1,773 | 8,265 | 5,763 3,860 1,559 7,999 5,750
1,75 | 4,057 | 1,726 | 8,305 | 5,763 3,910 1,540 8,090 5,750
1,80 | 4,078 | 1,725 | 8,345 | 5,763 3,956 1,525 8,135 5,750
1,85 | 4,140 | 1,724 | 8,457 | 5,763 4,000 1,510 8,264 5,750
1,90 | 4,145 | 1,723 | 8,458 | 5,763 4,037 1,504 8,265 5,750
1,95 | 4,159 | 1,722 | 8,459 | 5,763 4,080 1,500 8,340 5,750
2,00 | 4,172 | 1,721 | 8,850 | 5,763 4,091 1,492 8,350 5,750

_ q-13 _ q.12 _ q.13 _ q.1z
Mx = mx. My =my.;55 Nx = nx. .o Ny = ny. ..o

g = carga uniformemente distribuida.

L, = menor dimensao da laje retangular
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Tabela 7-5: Razdo entre os coeficientes obtidos neste trabalho e os valores retirados das

tabelas de Bares.

tipo caso 1 caso 2A caso 2B

ly/Ix | mx/ux | my/py | mx/px | my/py | ny/wy | mx/px my/py nXx/wx
1,00 | 1,0496 | 1,0496 | 1,0928 | 1,1017 | 1,0006 | 1,1017 1,0928 1,0066
1,05 | 1,0411 | 1,0400 | 1,0892 | 1,1014 | 1,0000 | 1,1034 1,1021 1,0010
1,10 | 1,0380 | 1,0329 | 1,0831 | 1,1009 | 1,0001 | 1,1048 1,1033 0,9999
1,15 | 1,0335 | 1,0379 | 1,0754 | 1,0969 | 1,0005 | 1,1053 1,1119 1,0005
1,20 | 1,0313 | 1,0564 | 1,0690 | 1,0923 | 1,0007 | 1,1059 1,1340 1,0005
1,25 | 1,0295 | 1,0576 | 1,0636 | 1,0913 | 1,0003 | 1,1060 1,1394 1,0010
1,30 | 1,0264 | 1,0692 | 1,0558 | 1,0907 | 1,0006 | 1,1068 1,1446 1,0045
1,35 | 1,0251 | 1,0837 | 1,0533 | 1,0898 | 1,0009 | 1,1072 1,1667 1,0009
1,40 | 1,0211 | 1,0900 | 1,0484 | 1,0862 | 1,0006 | 1,1180 1,1729 1,0007
1,45 | 1,0189 | 1,0911 | 1,0474 | 1,0793 | 1,0000 | 1,1196 1,2055 1,0046
1,50 | 1,0155 | 1,0951 | 1,0429 | 1,0783 | 1,0017 | 1,1200 1,2302 1,0009
1,55 | 1,0150 | 1,0995 | 1,0414 | 1,0780 | 1,0008 | 1,1217 1,2647 1,0149
1,60 | 1,0133 | 1,1070 | 1,0400 | 1,0747 | 1,0005 | 1,1248 1,3092 1,0031
1,65 | 1,0129 | 1,1175 | 1,0379 | 1,0692 | 1,0005 | 1,1255 1,3529 1,0096
1,70 | 1,0126 | 1,1257 | 1,0375 | 1,0681 | 1,0038 | 1,1205 1,4056 1,0041
1,75 | 1,0112 | 1,1246 | 1,0366 | 1,0676 | 1,0008 | 1,1092 1,4368 1,0060
1,80 | 1,0109 | 1,1239 | 1,0362 | 1,0660 | 1,0003 | 1,1083 1,4815 1,0050
1,85 | 1,0107 | 1,1232 | 1,0341 | 1,0537 | 1,0004 | 1,1067 1,4850 1,0838
1,90 | 1,0105 | 1,1201 | 1,0286 | 1,0496 | 1,0006 | 1,1027 1,5472 1,0242
1,95 | 1,0103 | 1,1155 | 1,0275 | 1,0476 | 1,0009 | 1,0976 1,5909 1,0008
2,00 | 1,0081 | 1,1094 | 1,0236 | 1,0346 | 1,0012 | 1,0968 1,6500 1,0053

mx, my.nx,ny : valores obtidos neste trabalho, para coeficiente de Poisson igual a 0,2 atra-

ves do método elementos finitos, método aproximado.

ux, ny, wx, wy: valores retirados da tabela de Bares, (anexo deste trabalho), obtidos

através do método aproximado, método das diferencas finitas, adotando coeficiente de

Poisson igual a 0,15.
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Tabela 7-6: Razdo entre os coeficientes obtidos neste trabalho e os valores retirados

das tabelas de Bares

tipo caso 3 caso 4A

ly/Ix mx/ux | my/py | nx/wx | ny/py mx/px my/uy ny/wy
1,000 | 1,1327 | 1,0471 | 1,0024 | 1,0375 1,0726 1,0256 1,0003
1,050 | 1,1483 | 1,1362 | 1,0027 | 1,0028 1,0603 1,0341 1,0013
1,100 | 1,1559 | 1,1397 | 1,0044 | 1,0014 1,0582 1,0354 1,0004
1,150 | 1,1697 | 1,1472 | 1,0049 | 1,0260 1,0576 1,0434 1,0024
1,200 | 1,2436 | 1,1492 | 1,0022 | 1,0018 1,0572 1,0559 1,0053
1,250 | 1,2765 | 1,1512 | 1,0111 | 1,0013 1,0556 1,0522 1,0011
1,300 | 1,2806 | 1,1704 | 1,0021 | 1,0026 1,0404 1,0511 1,0050
1,350 | 1,2865 | 1,1755 | 1,0267 | 1,0013 1,0369 1,0501 1,0010
1,400 | 1,2914 | 1,1816 | 1,0007 | 1,0013 1,0343 1,0478 1,0200
1,450 | 1,3013 | 1,1940 | 1,0020 | 1,0013 1,0338 1,0435 1,0005
1,500 | 1,3032 | 1,2120 | 1,0012 | 1,0001 1,0313 1,0403 1,0001
1,550 | 1,2409 | 1,2407 | 1,0010 | 1,0011 1,0280 1,0353 1,0019
1,600 | 1,1456 | 1,2787 | 1,0003 | 1,0012 1,0216 1,0324 1,0018
1,650 | 1,1735 | 1,3116 | 1,0008 | 1,0016 1,0188 1,0319 1,0009
1,700 | 1,2196 | 1,3539 | 1,0004 | 1,0013 1,0206 1,0774 1,0034
1,750 | 1,2702 | 1,3838 | 1,0035 | 1,0009 1,0230 1,0818 1,0018
1,800 | 1,3484 | 1,4275 | 1,0027 | 1,0012 1,0300 1,0878 1,0008
1,850 | 1,4032 | 1,4651 | 1,0017 | 1,0013 1,0320 1,0887 1,0017
1,900 | 1,3291 | 1,5108 | 1,0001 | 1,0002 1,0338 1,0937 1,0008
1,950 | 1,2154 | 1,5276 | 1,0004 | 1,0882 1,0351 1,1056 1,0034
2,000 | 1,1220 | 1,5528 | 1,0001 | 1,0879 1,0127 1,1188 1,0019

mx, my.nx,ny: Valores obtidos neste trabalho, para coeficiente de Poisson igual a 0,2, atra-
ves do método elementos finitos, método aproximado.

ux, wy, wx, wy: valores retirados da tabela de Bares (anexo deste trabalho), obtidos atra-
ves do método aproximado, método das diferencas finitas, adotando coeficiente de Pois-
son igual a 0,15.
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Tabela 7-7: Razdo entre os coeficientes obtidos neste trabalho e os valores retirados

das tabelas de Bares

tipo caso 4B caso 5A

ly/Ix mx/ux | my/py | nx/wx mx/px my/py nXx/wx ny/wy
1,00 | 1,0256 | 1,0726 | 1,0017 | 1,11040 | 1,06111 | 1,00751 | 1,00033
1,05 | 1,0280 | 1,0781 | 1,0042 | 1,10573 | 1,07422 | 1,01407 | 1,00077
1,10 | 1,0235 | 1,0951 | 1,0015 | 1,10397 | 1,07615 | 1,00930 | 1,00074
1,15 | 1,0231 | 1,1272 | 1,0013 | 1,09058 | 1,07985 | 1,00143 | 1,00287
1,20 | 1,0179 | 1,1681 | 1,0013 | 1,06645 | 1,08745 | 1,00325 | 1,00042
1,25 | 1,0164 | 1,4960 | 1,0013 | 1,04820 | 1,08779 | 1,00860 | 1,00136
1,30 | 1,0139 | 1,3207 | 1,0025 | 1,01491 | 1,08812 | 1,00573 | 1,00133
1,35 | 1,0105 | 1,2908 | 1,0012 | 1,01263 | 1,09537 | 1,00568 | 1,00533
1,40 | 1,0090 | 1,2806 | 1,0012 | 1,10959 | 1,11502 | 1,00339 | 1,00129
1,45 | 1,0076 | 1,2643 | 1,0037 | 1,11111 | 1,12097 | 1,00714 | 1,00191
1,50 | 1,0035 | 1,4333 | 1,0082 | 1,11111 | 1,12675 | 1,00286 | 1,00952
1,55 | 1,0025 | 1,5351 | 1,0073 | 1,11390 | 1,13502 | 1,00723 | 1,00510
1,60 | 1,0022 | 1,6157 | 1,0062 | 1,11429 | 1,14103 | 1,00220 | 1,00627
1,65 | 1,0074 | 1,6893 | 1,0036 | 1,11489 | 1,15111 | 1,00886 | 1,00425
1,70 | 1,0303 | 1,7051 | 1,0058 | 1,12313 | 1,15531 | 1,00906 | 1,00941
1,75 | 1,0350 | 1,8556 | 1,0096 | 1,13061 | 1,16432 | 1,00945 | 1,00726
1,80 | 1,0423 | 1,8966 | 1,0088 | 1,15592 | 1,20099 | 1,00686 | 1,00763
1,85 | 1,0437 | 1,9172 | 1,0084 | 1,15800 | 1,21250 | 1,00731 | 1,00498
1,90 | 1,0459 | 2,0084 | 1,0100 | 1,16342 | 1,32373 | 1,00422 | 1,00534
1,95 | 1,0512 | 2,0825 | 1,0108 | 1,16698 | 1,44720 | 1,00622 | 1,00738
2,00 | 1,0517 | 2,1908 | 1,0112 | 1,17181 | 1,45350 | 1,00920 | 1,01108

mx, my.nx,ny : Valores obtidos neste trabalho, para coeficiente de Poisson igual a 0,2, atra-
vés do método elementos finitos, método aproximado.

ux, wy, wx, wy: valores retirados da tabela de Bares (anexo deste trabalho), obtidos atra-
vés do método aproximado, método das diferencas finitas, adotando coeficiente de Pois-
son igual a 0,15.
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Tabela 7-8: Razdo entre os coeficientes obtidos neste trabalho e os valores retirados

das tabelas de Bares

tipo caso 5B caso 6

ly/Ix | mx/px | my/py | nx/wx | ny/py mx/px my/uy nXx/wx ny/wy
1,00 |1,0599 | 1,11040 | 1,00687 | 1,00751 | 1,04802 | 1,04802 | 1,00010 | 1,00010
1,05 |1,0556 | 1,11675 | 1,00077 | 1,00036 | 1,04505 | 1,05750 | 1,00844 | 1,00548
1,10 |1,0484|1,12094 | 1,00152 | 1,01637 | 1,03471 | 1,06061 | 1,00564 | 1,00092
1,15 |1,0464 | 1,13043 | 1,00100 | 1,00175 | 1,01509 | 1,06701 | 1,00570 | 1,00279
1,20 |1,0402 | 1,19353 | 1,00133 | 1,00965 | 1,00101 | 1,10492 | 1,00075 | 1,00089
1,25 |1,0396 | 1,20245 | 1,00267 | 1,00117 | 1,00167 | 1,11235 | 1,00594 | 1,00124
1,30 |1,0329|1,21635 | 1,00093 | 1,00096 | 1,00294 | 1,10000 | 1,00378 | 1,00977
1,35 |1,0258 | 1,24710 | 1,00649 | 1,00209 | 1,02508 | 1,09357 | 1,03032 | 1,00448
1,40 |1,0111|1,27007 | 1,00090 | 1,00401 | 1,01536 | 1,09217 | 1,00962 | 1,00877
1,45 |1,0199 | 1,32482 | 1,00076 | 1,00577 | 1,01159 | 1,09034 | 1,00471 | 1,00701
1,50 |1,0241 | 1,34815 | 1,00625 | 1,00752 | 1,00534 | 1,11579 | 1,00066 | 1,00524
1,55 |1,0261 | 1,40310 | 1,00134 | 1,00752 | 1,00055 | 1,12752 | 1,00130 | 1,00524
1,60 |1,0277 | 1,45610 | 1,00111 | 1,02181 | 1,00021 | 1,20588 | 1,00411 | 1,00524
1,65 |1,0311|1,50847 | 1,00061 | 1,02181 | 1,01064 | 1,22481 | 1,00254 | 1,00524
1,70 |1,0356 | 1,56903 | 1,00061 | 1,03280 | 1,01579 | 1,28843 | 1,00364 | 1,00524
1,75 |1,0403 | 1,61308 | 1,00060 | 1,03651 | 1,02222 | 1,31624 | 1,00497 | 1,00524
1,80 |1,0144 | 1,72500 | 1,00060 | 1,04025 | 1,02487 | 1,34956 | 1,00185 | 1,00524
1,85 |1,0098 | 1,89451 | 1,00083 | 1,02911 | 1,02564 | 1,41121 | 1,00904 | 1,00524
1,90 |1,0139|1,91444 | 1,00451 | 1,04213 | 1,02723 | 1,48911 | 1,00425 | 1,00524
1,95 |1,0169 | 1,95682 | 0,99867 | 1,02181 | 1,03056 | 1,51515 | 1,00603 | 1,00524
2,00 |1,0176 | 1,96461 | 1,06242 | 1,02181 | 1,03912 | 1,52712 | 1,00240 | 1,00524

mx, my.nx,ny : Valores obtidos neste trabalho, para coeficiente de Poisson igual a 0,2, atra-
vés do método elementos finitos, método aproximado.

ux, wy, wx, wy : valores retirados da tabela de Bares (anexo deste trabalho), obtidos atra-
veés do método aproximado, método das diferencas finitas, adotando coeficiente de Pois-
son igual a 0,15.

Para confeccdo das tabelas: Tabela 7-9, Tabela 7-10, Tabela 7-11 e Tabela 7-12 os coefi-

cientes mx, my, nx e ny tem valores iguais aos valores obtidos através das equagéo (7.16)

elevados a potencia -1.
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Tabela 7-9: Tabela com os coeficientes para obtencdo dos momentos fletores em lajes

usando coeficiente de Poisson igual a 0,20.

tipo Caso 1 caso 2 caso 3

ly/Ix mx my mx my ny nx mx my

1,00 22,523 | 22,523 | 31,447 | 25,641 | 11,887 | 11,887 | 25,641 | 31,447
1,05 20,790 | 22,525 | 28,249 | 24,876 | 11,278 | 11,278 | 24,038 | 31,949
1,10 19,268 | 22,545 | 25,575 | 24,319 | 10,890 | 10,891 | 22,742 | 33,445
1,15 17,986 | 22,670 | 23,364 | 23,866 | 10,394 | 10,497 | 21,645 | 33,557
1,20 16,863 | 22,675 | 21,505 | 23,655 | 10,050 | 10,199 | 20,691 | 34,048
1,25 15,924 | 22,676 | 19,920 | 23,660 | 9,771 9,890 19,881 | 34,965
1,30 15,129 | 22,701 | 18,608 | 23,680 | 9,571 9,697 19,220 | 36,101
1,35 14,409 | 22,727 | 17,452 | 23,690 | 9,272 9,385 18,622 | 36,630
1,40 13,793 | 22,936 | 16,474 | 23,691 9,172 9,296 17,889 | 37,230
1,45 13,245 | 23,202 | 15,601 | 23,697 8,973 9,090 17,513 | 37,879
1,50 12,755 | 23,474 | 14,865 | 23,719 8,873 9,000 17,138 | 38,344
1,55 12,330 | 23,810 | 14,205 | 23,725 8,754 8,774 16,694 | 38,760
1,60 11,947 | 24,155 | 13,736 | 23,736 | 8,663 8,776 16,434 | 39,170
1,65 11,614 | 24,450 | 13,514 | 23,810 | 8,574 8,628 16,155 | 39,526
1,70 11,299 | 24,814 | 13,387 | 24,254 | 8,449 8,585 16,080 | 39,746
1,75 11,050 | 25,189 | 12,610 | 24,272 8,404 8,482 15,873 | 40,000
1,80 10,799 | 25,641 | 12,607 | 24,950 | 8,375 8,404 15,691 | 40,177
1,85 10,582 | 26,110 | 11,765 | 24,975 8,333 8,190 15,552 | 40,323
1,90 10,363 | 26,810 | 11,265 | 25,006 | 8,275 8,219 15,396 | 40,650
1,95 10,173 | 27,248 | 11,122 | 25,253 8,248 8,218 15,337 | 40,816
2,00 10,010 | 28,169 | 10,760 | 26,123 8,184 8,218 15,221 | 40,950

2

Mx = & MyZM Nxzﬂ Ny=ﬂ

mx my nx ny
g = carga uniformemente distribuida.

L, = menor dimensao da laje retangular

|: l!_-r: i ; E
g E = £ ]
o
T = g R,
caso 1 caso 2 caso 3
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Tabela 7-10: Tabela com os coeficientes para obtencdo dos momentos fletores em

lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20.

tipo caso 4 Caso 5
ly/Ix mx ny my nx mx my
1,00 47,880 | 14,302 | 31,556 | 14,323 | 31,556 | 46,382
1,05 40,650 | 13,441 | 29,940 | 13,831 | 30,211 | 48,309
1,10 35,932 12,702 28,744 13,475 29,165 49,900
1,15 32,051 | 12,077 | 27,701 | 13,210 | 28,249 | 51,282
1,20 28,927 11,500 26,603 12,970 27,518 52,521
1,25 26,316 11,062 26,110 12,771 26,882 53,476
1,30 24,091 | 10,664 | 25,575 | 12,579 | 26,371 | 54,083
1,35 22,222 10,309 25,126 12,453 25,907 54,945
1,40 20,614 9,804 24,789 | 12,315 | 25,549 | 56,180
1,45 19,231 9,756 24,510 | 12,255 | 25,253 | 56,497
1,50 18,057 9,532 24,337 | 12,170 | 24,975 | 56,721
1,55 17,007 9,328 24,331 | 12,107 | 24,938 | 57,143
1,60 16,126 9,158 24,337 | 12,047 | 24,558 | 57,307
1,65 15,408 9,017 24,349 | 12,005 | 24,390 | 57,471
1,70 14,646 8,898 24,361 | 11,979 | 24,266 | 59,844
1,75 14,025 8,764 24,390 | 11,933 | 24,155 | 59,880
1,80 13,484 8,666 24,450 | 11,915 | 23,987 | 59,916
1,85 12,920 8,569 24,691 | 11,905 | 23,256 | 59,952
1,90 12,563 8,489 24913 | 11,886 | 23,095 | 59,988
1,95 12,121 8,460 25,126 | 11,876 | 23,089 | 60,024
2,00 11,826 8,402 25,394 | 11,872 | 23,079 | 60,060
Mx = L My = 0l Nx = L Ny
mx my nx

g = carga uniformemente distribuida.

[, = menor dimensdo da laje retangular

I_I .'I lI.III. ."

s
fri |
i

rFrFroyi [
-l'l.'.'r.'.l'.".l.'

casod
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Tabela 7-11: Tabela com os coeficientes para obtencdo dos momentos fletores em

lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20.

g = carga uniformemente distribuida.

L, = menor dimensao da laje retangular

tipo Caso 6 CASO 7

ly/Ix nx mx ny my nx mx ny my
1,00 14,312 32,819 14,407 32,819 18,179 44,583 16,255 37,397
1,05 13,477 | 30,030 | 13,947 | 32,841 | 16,714 | 39,841 | 15,468 | 36,364
1,10 12,765 | 27,034 | 13,661 | 32,862 | 15,361 | 35,945 | 14,804 | 35,740
1,15 12,107 | 25,907 | 13,351 | 32,895 | 14,265 | 33,223 | 14,306 | 35,211
1,20 11,589 | 24,366 | 13,134 | 33,212 | 12,945 | 30,248 | 13,902 | 34,965
1,25 10,989 | 23,041 | 12,937 | 33,933 | 11,370 | 28,563 | 13,569 | 35,088
1,30 10,707 | 21,935 | 12,821 | 34,176 | 11,364 | 27,716 | 13,298 | 35,211
1,35 10,395 | 21,008 | 12,674 | 34,722 | 11,299 | 24,938 | 13,263 | 35,249
1,40 10,063 | 20,165 | 12,579 | 35,411 | 11,249 | 23,348 | 12,903 | 35,448
1,45 9,814 | 19,455 | 12,484 | 36,101 | 10,911 | 22,222 | 12,731 | 35,971
1,50 9,604 18,854 | 12,405 | 36,670 | 10,563 | 21,277 | 12,708 | 36,523
1,55 9,406 18,315 | 12,347 | 37,313 | 10,256 | 20,450 | 12,690 | 37,175
1,60 9,240 17,851 12,300 37,779 9,987 19,724 12,453 37,453
1,65 9,092 17,391 | 12,265 | 38,314 9,756 19,084 | 12,447 | 38,610
1,70 8,957 17,082 | 12,253 | 38,670 9,547 18,549 | 12,430 | 39,308
1,75 8,818 16,750 | 12,244 | 39,063 9,363 18,051 | 12,425 | 40,323
1,80 8,725 16,480 | 12,150 | 39,355 9,205 17,655 | 12,405 | 41,220
1,85 8,643 16,234 | 12,036 | 39,683 9,066 17,271 | 12,376 | 41,237
1,90 8,568 16,008 | 12,105 | 39,872 8,939 16,722 | 12,356 | 42,680
1,95 8,485 15,823 | 12,090 | 40,161 8,826 16,260 | 12,210 | 42,918
2,00 8,410 15,635 | 12,089 | 40,251 8,730 16,255 | 12,180 | 43,821

Mx = ali My = ¢ Nx = als Ny ali
mx my nx ny
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Tabela 7-12: Tabela com os coeficientes para obtencdo dos momentos fletores em

lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20.

g = carga uniformemente distribuida.

l, = menor dimensao da laje retangular

Ty,

tipo Caso 8 Caso 9

ly/Ix nx mx ny my nx mx ny my
1,00 16,255 37,439 18,179 44,583 19,453 47,237 19,453 47,237
1,05 15,444 | 35,088 | 17,979 | 45,455 | 18,195 | 43,103 | 18,801 | 47,281
1,10 15,129 | 33,234 | 17,696 | 46,707 | 16,998 | 39,936 | 18,399 | 47,619
1,15 14,292 | 31,646 | 17,513 | 48,077 | 16,194 | 37,175 | 18,098 | 48,309
1,20 13,316 | 30,423 | 17,376 | 49,285 | 14,981 | 33,636 | 17,715 | 49,456
1,25 13,298 | 29,326 | 17,371 | 51,020 | 14,771 | 33,389 | 17,709 | 50,000
1,30 13,207 | 28,474 | 17,360 | 51,706 | 14,501 | 32,584 | 17,590 | 51,361
1,35 12,903 | 27,617 | 17,355 | 51,733 | 13,689 | 30,581 | 17,496 | 53,476
1,40 12,783 | 27,548 | 17,352 | 53,562 | 13,605 | 29,665 | 17,391 | 55,157
1,45 12,633 | 26,667 | 17,352 | 53,533 | 13,396 | 28,653 | 17,391 | 57,143
1,50 12,422 | 26,110 | 17,352 | 54,945 | 13,201 | 27,941 | 17,391 | 58,962
1,55 12,390 | 25,648 | 17,352 | 55,249 | 13,004 | 27,248 | 17,391 | 59,524
1,60 12,271 25,387 17,352 55,835 12,784 26,732 17,391 60,976
1,65 12,188 | 25,126 | 17,352 | 56,180 | 12,658 | 26,316 | 17,391 | 63,291
1,70 12,099 24,888 17,352 56,402 12,502 25,907 17,391 64,144
1,75 12,041 | 24,649 | 17,352 | 57,937 | 12,361 | 25,575 | 17,391 | 64,935
1,80 11,983 24,522 17,352 57,971 12,293 25,278 17,391 65,574
1,85 11,825 | 24,155 | 17,352 | 58,005 | 12,101 | 25,000 | 17,391 | 66,225
1,90 11,823 | 24,125 | 17,352 | 58,038 | 12,099 | 24,771 | 17,391 | 66,489
1,95 11,822 24,044 17,352 58,072 11,990 24,510 17,391 66,667
2,00 11,299 | 23,969 | 17,352 | 58,106 | 11,976 | 24,444 | 17,391 | 67,024

Mx=25  py=gk Ny=2& N, 2k
mx my nx ny
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7.4 Tabelas comparativas entre valores obtidos através do MEF (dissertacao
— coeficiente de Poisson 0,20) e tabelas de Czerny ( coeficiente de Poisson
igual a 0,00)

coeficiente mx (v = 0,20)

Rmx =
mx coeficiente mx (v = 0,0)
coeficiente my (v = 0,20)
Rmy = —
coeficiente my (v = 0,0)
coeficiente nx (v = 0,20)
Rnx = —
coeficiente nx (v = 0,0)
coeficiente ny (v = 0,20)
Rny =

coeficiente ny (v = 0,0)
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Tabela 7-13: Tabela com a raz&o entre os coeficientes para obtencdo dos momentos

fletores em lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20 e os valores das tabelas de

Czerny(coeficiente de Poisson 0,00).

tipo Caso 1 caso 2 Caso 3

ly/Ix Rmx Rmy Rmx Rny Rmy Rnx Rmx Rmy
1,00 0,82803 | 0,82803 | 0,76327| 0,99891| 0,87214 | 0,99981 | 0,81659 | 0,76327
1,05 0,84857 | 0,81909 | 0,77393| 0,99805| 0,85778| 0,99805 | 0,82323 | 0,73956
1,10 0,86017 | 0,80806 | 0,80174| 0,99908| 0,84441| 0,99917 | 0,83305 | 0,73911
1,15 0,86887 | 0,79824 | 0,82560| 0,99942| 0,82869 | 0,99971 | 0,83895 | 0,71246
1,20 0,88290 | 0,77921 | 0,83032| 0,99500| 0,81851 | 0,99989 | 0,84453 | 0,69771
1,25 0,89458 | 0,75839 | 0,85130| 0,99700| 0,81027 | 0,99899 | 0,84960 | 0,69513
1,30 0,90051 | 0,73468 | 0,85752| 0,99700| 0,79731| 0,99969 | 0,85802 | 0,69508
1,35 0,91198 | 0,71469 | 0,86826| 0,99700| 0,78444 | 0,99840 | 0,86213 | 0,68853
1,40 0,91954 | 0,69926 | 0,87630| 0,99700| 0,76919 | 0,99960 | 0,94153 | 0,68564
1,45 0,92623 | 0,68645 | 0,89146| 0,99700| 0,74990| 0,99890 | 0,97295 | 0,67762
1,50 0,93103 | 0,67649 | 0,89551| 0,99700| 0,73434 | 1,00000 | 0,91159 | 0,67340
1,55 0,93413 | 0,67259 | 0,90475| 0,99700| 0,71893| 0,99707 | 0,86054 | 0,67058
1,60 0,94074 | 0,66910 | 0,91575| 0,99800| 0,70643 | 0,99725 | 0,84276 | 0,66854
1,65 0,94426 | 0,66621 | 0,94500| 0,99700| 0,69416 | 0,99978 | 0,84273 | 0,66654
1,70 0,94953 | 0,66525 | 0,97006| 0,99400| 0,69397 | 0,99827 | 0,83315 | 0,66309
1,75 0,96085 | 0,66462 | 0,98518| 0,99457| 0,69348 | 0,99785 | 0,79764 | 0,65898
1,80 0,96421 | 0,66600 | 0,98570| 0,99700| 0,68923| 1,00048 | 0,78930 | 0,65874
1,85 0,97083 | 0,67120 | 0,95648| 0,99800| 0,67683 | 0,99878 | 0,77955 | 0,65353
1,90 0,97761 | 0,68045 | 0,95700| 0,99700| 0,66683 | 1,00012 | 0,77369 | 0,65041
1,95 0,98766 | 0,68462 | 0,95881| 0,99970| 0,66106 | 1,00000 | 0,77072 | 0,64788
2,00 0,99109 | 0,69898 | 0,95990| 0,99800| 0,65488 | 0,99878 | 0,76911 | 0,64185
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Tabela 7-14: Tabela com a raz&o entre os coeficientes para obtencédo dos momentos

fletores em lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20 e os valores das tabelas de

Czerny (coeficiente de Poisson 0,00).

tipo caso 4 caso 5

ly/Ix Rmx Rny Rmy Rnx Rmx Rmy
1,00 0,73274 | 1,0001 | 0,89902 | 1,00158 | 0,89902 | 0,75174
1,05 0,77874 | 1,0030 | 0,88843 | 1,00227 | 0,91550 | 0,74898
1,10 0,77945 | 1,0001 | 0,87367 | 0,99817 | 0,92002 | 0,74256
1,15 0,80531 | 1,0064 | 0,86027 | 1,00076 | 0,92923 | 0,73681
1,20 0,81484 | 1,0000 | 0,83921 | 0,99771 | 0,93598 | 0,73456
1,25 0,83542 | 0,9966 | 0,83417 | 1,00562 | 0,94322 | 0,73456
1,30 0,84528 | 0,9967 | 0,81973 | 0,99830 | 0,94861 | 0,73583
1,35 0,86133 | 1,0009 | 0,80531 | 1,00430 | 0,95597 | 0,74150
1,40 0,86980 | 0,9804 | 0,78947 | 1,00124 | 0,96050 | 0,75308
1,45 0,87413 | 1,0006 | 0,77318 | 1,00450 | 0,96753 | 0,75029
1,50 0,88515 | 1,0034 | 0,75816 | 0,99753 | 0,96802 | 0,74830
1,55 0,89509 | 1,0030 | 0,74406 | 1,00054 | 0,98180 | 0,74697
1,60 0,90092 | 0,9954 | 0,73084 | 1,00390 | 0,97452 | 0,74424
1,65 0,91173 | 0,9492 | 0,71614 | 1,00040 | 0,97953 | 0,74638
1,70 0,91535 | 0,9998 | 0,69801 | 0,99824 | 0,98243 | 0,77720
1,75 0,92271 | 0,9959 | 0,67939 | 0,99443 | 0,98590 | 0,77767
1,80 0,92359 | 0,9961 | 0,65903 | 0,99289 | 0,98306 | 0,77813
1,85 0,92949 | 0,9964 | 0,64468 | 0,99206 | 0,95703 | 0,77860
1,90 0,93752 | 0,9987 | 0,62753 | 0,99050 | 0,95040 | 0,77906
1,95 0,93963 | 1,0072 | 0,61133 | 0,98971 | 0,95411 | 0,77953
2,00 0,94607 | 1,0002 | 0,59891 | 0,98935 | 0,95762 | 0,78000
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Tabela 7-15: Tabela com a razéo entre os coeficientes para obtencdo dos momentos

fletores em lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20 e os valores das tabelas de

Czerny (coeficiente de Poisson 0,00).

tipo caso 6 caso 7

ly/Ix Rnx Rny Rmx Rmy Rnx Rmx Rny Rmy
1,00 1,00086 | 1,00749 | 0,81640 | 0,81640 | 0,99336 | 0,74930 | 0,99723 | 0,84801
1,05 1,01331 | 1,01065 | 0,79026 | 0,80099 | 0,99488 | 0,77211 | 0,99153 | 0,83403
1,10 1,00511 | 1,00450 | 0,77021 | 0,78244 | 0,99747 | 0,77973 | 1,00026 | 0,81784
1,15 1,00888 | 1,00384 | 0,80456 | 0,76678 | 0,99065 | 0,80248 | 0,99348 | 0,79664
1,20 1,00772 | 1,00257 | 0,81222 | 0,75481 | 0,99577 | 0,80661 | 0,99374 | 0,78047
1,25 0,99000 | 1,00284 | 0,82291 | 0,74414 | 0,99389 | 0,83518 | 0,99769 | 0,81222
1,30 1,00062 | 1,00160 | 0,82772 | 0,71799 | 0,99680 | 0,87158 | 0,99759 | 0,75077
1,35 1,00922 | 0,99797 | 0,83367 | 0,70004 | 0,99118 | 0,84249 | 0,99719 | 0,72528
1,40 1,00634 | 0,99830 | 0,83674 | 0,69433 | 0,99545 | 0,83986 | 0,99027 | 0,70474
1,45 1,00138 | 0,99875 | 0,84222 | 0,69292 | 0,99282 | 0,83889 | 0,99459 | 0,68779
1,50 1,00045 | 1,00044 | 0,84927 | 0,69189 | 0,99651 | 0,83868 | 0,99435 | 0,66405
1,55 1,00069 | 1,00384 | 0,84927 | 0,68971 | 0,99577 | 0,83866 | 0,99143 | 0,63874
1,60 1,00430 | 1,00001 | 0,85004 | 0,68939 | 0,99870 | 0,83647 | 0,99626 | 0,60801
1,65 0,99909 | 1,00536 | 0,85251 | 0,68910 | 0,99552 | 0,83628 | 0,99577 | 0,58857
1,70 1,00645 | 1,00438 | 0,85841 | 0,68685 | 0,99453 | 0,83605 | 0,99441 | 0,55835
1,75 1,00208 | 1,00364 | 0,85900 | 0,68531 | 0,99610 | 0,83529 | 0,99803 | 0,53763
1,80 1,00290 | 0,99590 | 0,86282 | 0,68206 | 0,99296 | 0,80252 | 0,99243 | 0,51784
1,85 1,00500 | 0,98653 | 0,86812 | 0,68066 | 0,99628 | 0,86356 | 0,99889 | 0,48859
1,90 1,00803 | 0,99221 | 0,86998 | 0,67580 | 0,99322 | 0,85756 | 0,99648 | 0,47528
1,95 1,01016 | 0,99098 | 0,87419 | 0,67384 | 0,99170 | 0,85535 | 0,99268 | 0,45804
2,00 1,00116 | 0,99090 | 0,87419 | 0,66862 | 0,99208 | 0,85507 | 0,99027 | 0,45766
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Tabela 7-16: Tabela com a razéo entre os coeficientes para obtencdo dos momentos

fletores em lajes usando coeficiente de Poisson igual a 0,20 e os valores das tabelas de

Czerny (coeficiente de Poisson 0,00).

tipo caso 8 Caso 9

ly/Ix Rnx Rmx Rny Rmy Rnx Rmx Rny Rmy
1,00 0,99858 | 0,84896 | 0,99336 | 0,79755 | 1,00275 | 0,83163 | 0,99557 | 0,83163
1,05 0,99703 | 0,86636 | 0,99940 | 0,79051 | 0,99973 | 0,85185 | 1,00003 | 0,81239
1,10 0,99750 | 0,87688 | 0,99137 | 0,77458 | 0,99989 | 0,86818 | 0,99996 | 0,78970
1,15 0,99943 | 0,89142 | 0,99506 | 0,74886 | 0,99352 | 0,86979 | 0,99990 | 0,77171
1,20 0,99668 | 0,90009 | 0,99293 | 0,74359 | 0,96653 | 0,86982 | 0,98965 | 0,75161
1,25 0,99164 | 0,90791 | 0,99263 | 0,74300 | 0,98474 | 0,86725 | 0,99096 | 0,73314
1,30 0,99672 | 0,91851 | 0,99198 | 0,74100 | 1,00008 | 0,93632 | 0,99944 | 0,69784
1,35 0,99793 | 0,92363 | 0,99172 | 0,73799 | 0,99922 | 0,93606 | 0,99979 | 0,68209
1,40 0,99944 | 0,94994 | 0,99155 | 0,73700 | 0,99310 | 0,93580 | 0,99379 | 0,66136
1,45 0,99863 | 0,94563 | 0,99154 | 0,72934 | 0,99969 | 0,93638 | 0,99379 | 0,63918
1,50 0,99379 | 0,94259 | 0,99075 | 0,72881 | 1,00010 | 0,94394 | 0,99379 | 0,63061
1,55 0,99922 | 0,93947 | 0,99155 | 0,71845 | 0,97774 | 0,94611 | 0,99379 | 0,61939
1,60 0,99768 | 0,93680 | 0,99155 | 0,70946 | 0,99879 | 0,95133 | 0,99379 | 0,61904
1,65 0,99899 | 0,93473 | 0,99155 | 0,69789 | 0,91726 | 0,95694 | 0,99379 | 0,63354
1,70 0,99174 | 0,93213 | 0,99155 | 0,68366 | 1,00013 | 0,96308 | 0,99379 | 0,63509
1,75 0,99512 | 0,93014 | 0,99155 | 0,68330 | 0,99685 | 0,96877 | 0,99379 | 0,63662
1,80 0,99035 | 0,97697 | 0,99155 | 0,66787 | 0,99940 | 0,97223 | 0,99379 | 0,63912
1,85 0,98538 | 0,97792 | 0,99155 | 0,65028 | 0,99186 | 0,97466 | 0,99379 | 0,63961
1,90 0,98526 | 0,97872 | 0,99155 | 0,63291 | 0,99994 | 0,97523 | 0,99379 | 0,63994
1,95 0,98518 | 0,97990 | 0,99155 | 0,61582 | 0,99920 | 0,97649 | 0,99379 | 0,64041
2,00 0,94162 | 0,98100 | 0,99155 | 0,59903 | 0,99800 | 0,97776 | 0,99379 | 0,64077
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8. CONCLUSOES

As versdes da NBR 6118, antes da verséo atual de 2014, consideravam lajes apoiadas
nos bordos como apoios perfeitos, isto €, momento nulo nos bordos e a ndo necessidade de
armadura negativa, exceto o caso especifico de momentos volventes.

Assim, as tabelas existentes para definicdo dos momentos positivos solicitantes, em
funcéo dos vaos e carregamento atuante perpendicularmente ao plano horizontal das lajes,
satisfaziam as solucdes para efeito de dimensionamento. Os programas para dimensiona-
mento, quando o engenheiro optar por uma solucdo simplificada, utilizam os valores das
tabelas, segundo RUSSOWSY (2014), ou método por analogia de grelhas segundo COE-
LHO (2013), substituindo as lajes por uma malha equivalente de vigas. Tanto as tabelas
quanto o método por analogia de grelhas, utilizados em programas de dimensionamento de
estruturas em concreto armado, ndo consideram qualquer engastamento entre as lajes e as
vigas de bordo. Neste trabalho, foram modeladas, através do Método dos Elementos Fini-
tos, utilizando o programa SAP2000, lajes apoiadas em quatro bordos, sem continuidade.
Os resultados obtidos pelas modelagens ndo consideraram a rigidez a tor¢éo das vigas de
bordo e, assim, os momentos na laje, nos bordos, foram nulos. Os valores encontrados nas
modelagens foram comparados com os resultados obtidos através das equacfes da teoria
da elasticidade e, desta forma, a modelagem foi validada. O valor do coeficiente de Poisson
adotado, tanto nas modelagens como nas equacdes da teoria da elasticidade, foi o preconi-
zado pela NBR6118/2014, igual a 0,20, assim sendo as conclusdes se baseardo nos valores
dos momentos encontrados neste trabalho como o mais correto, tendo em vista que as ta-

belas de uso corrente consideram valor do Coeficiente de Poisson diferente de 0,20.

e Com relagcdo aos momentos solicitantes nas lajes simplesmente apoiadas, sem conti-

nuidade e sem a influéncia da rigidez a tor¢éo das vigas de bordo.

Obtendo os valores dos momentos fletores solicitantes, para uma mesma laje qua-
drada, apoiada nos quatro bordos, sem continuidade, com 0 mesmo carregamento unifor-
memente distribuido perpendicularmente ao seu plano e com os mesmos materiais, se-

gundo Tabela 5-4, chegou-se as seguintes conclusdes:

134



v" Os momentos fletores maximos obtidos a partir da tabela desenvolvida neste tra-
balho (coeficiente de Poisson igual a 0,20), para lajes com quatro apoios e sem
continuidade, sdo 20% maiores que 0s respectivos momentos obtidos a partir da
tabela de Czerny (coeficiente de Poisson igual a 0,00).

v" Os momentos fletores maximos obtidos a partir da tabela desenvolvida neste tra-
balho (coeficiente de Poisson igual a 0,20) € 4% maior que 0s respectivos momen-
tos obtidos a partir da tabela de Bares (coeficiente de Poisson igual a 0,15).

v Os momentos fletores maximos obtidos a partir da tabela desenvolvida neste tra-
balho (coeficiente de Poisson igual a 0,20) € 1% maior que o encontrado pelo
método da analogia das grelhas (COELHO, 2013), para um espacamento entre as
vigas da grelha igual a 10 cm x 10 cm. Ainda verifica-se que, diminuindo a dis-
tancia entre as vigas da grelha para 5 cm x 5 cm, 0s momentos obtidos a partir da
tabela desenvolvida passam a ser 36% maiores que aqueles obtidos por analogia
de grelhas. Conclui-se, portanto, que 0 método por analogia das grelhas nédo é
convergente e que a melhor escolha para o espagamento entre as vigas da grelha

ndo segue um critério logico.

As placas, inicialmente modeladas sem considerar o efeito das vigas de bordo, foram
posteriormente modeladas considerando as vigas de bordo com diferentes valores de rigi-
dez a torcdo. A rigidez a flexdo da laje foi considerada constante, para uma espessura de
10 cm. Para as analises, foram consideradas as razdes entre a rigidez da viga a tor¢édo (GJ)
e arigidez da laje a flexdo (D), sendo G o médulo de elasticidade transversal do material e

J 0o momento de inércia a tor¢ao da sec¢do transversal da viga. Variando as alturas das vigas,
~ G . . . .
a relagéo F] tambem varia, aumentando com o aumento da altura das vigas. Foram reali-

zadas 55 modelagens para a confeccdo de tabelas e abacos. As tabelas, exceto as que com-
param 0s momentos negativos nos bordos com o momento negativo minimo preconizado
pela NBR6118(2014) em sua tabela 19.2, apresentam a razao entre os coeficientes para
determinacdo dos momentos fletores, nas diregOes x e y, considerando certo grau de en-
gaste da laje com as vigas de bordo, e os coeficientes para determina¢do dos momentos
positivos, nas direcdes X e y, sem tal consideragéo, ou seja, sob a hipdtese de apoio ideal.

A partir destas tabelas, obtém-se as conclusdes que seguem.
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A razdo entre o coeficiente para obtengdo do valor do momento positivo maximo na

direcdo x, considerando um certo grau de engastamento da laje com a viga de bordo,

e o coeficiente para obtencdo do valor do momento positivo maximo na direcao X,

considerando apoio perfeito nos bordos, com base na analise do &baco da Tabela 6-4):

v

v

— . ~ G . , .. N ~
Diminui com o aumento da relacédo EJ , Isto €, com 0 aumento da rigidez a torcao

das vigas, considerando a espessura da laje constante.
Diminui com 0 aumento da razéo entre 0 maior e 0 menor vaos da laje. Esta razéo

foi considerada variando de 1,0 a 2,0 com incremento de 0,1.

A razdo entre o coeficiente para obtengdo do valor do momento negativo maximo
na direcdo X, considerando um certo grau de engastamento da laje com a viga de
bordo, e do coeficiente para obtencdo do valor do momento positivo maximo na
direcdo x, considerando apoio perfeito nos bordos, com base na analise do &baco
da Figura 6-5

Aumenta, tendendo a convergir para o valor unitario, com o aumento da relagédo
2l
D i)

da laje constante.

isto €, com o0 aumento da rigidez a tor¢do das vigas, considerando a espessura

Diminui com 0 aumento da razéo entre o maior e 0 menor vaos da laje. Esta razéo
foi considerada variando de 1,0 a 2,0 com incremento de 0,1.

Os valores maximos ocorrem para as lajes de forma quadrada.

Considerando um certo grau de engastamento entre a laje e as vigas de bordo, com

base na andlise das tabelas; Tabela 6-3 e Tabela 6-4, para a direcdo x conclui-se que:

v

O valor da armadura minima preconizada pela NBR6118/2014 atende apenas nas
condigdes em que a razédo % for igual ou menor do que 2,254, para a razéo entre

0 maior e o menor vaos da laje variando de 1,0 a 2,0, para lajes armadas em duas

direcoes.
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v

~ G . , . ..
Para a razao ;] maior que 3,516, a armadura necessaria para resistir ao momento

solicitante, relativo ao certo grau de engastamento da laje com as vigas de bordo,

€ maior que o valor da armadura minima preconizada pela NBR6118/2014.

A razdo entre o coeficiente para obtencdo do valor do momento positivo maximo na

direcdo y, considerando um certo grau de engastamento da laje com a viga de bordo,

e o coeficiente para obtencdo do valor do momento positivo maximo na direcao vy,

considerando apoio perfeito nos bordos, com base na anélise do dbaco da Figura 6-8,

pode-se concluir:

v

.. . ~ G - , .. N ~
Diminui com o0 aumento da relagéo Fj , Isto €, com 0 aumento da rigidez a torcao

das vigas, considerando a espessura da laje constante.

Aumenta com 0 aumento da raz&o entre 0 maior e 0 menor vaos da laje. Esta razéo
varia de 1,0 a 2,0 com incremento de 0,1.

E menor que 1,0, para razao entre o maior e 0 menor vaos da laje igual a 1,0 (lajes
quadradas).

Apresenta valores maiores que 1,0, para lajes retangulares, no intervalo da relagéo

G .
;] maior que 2 e menor que 6.

. . ~ GJ .
E menor que 1,0 para lajes retangulares, quando a relagéo FJ é maior do que 6.

A razdo entre o coeficiente para obtencdo do valor do momento negativo maximo na

direcdo y, considerando um certo grau de engastamento da laje com a viga de bordo,

e do coeficiente para obtencdo do valor do momento positivo méximo na direcéo vy,

considerando apoio perfeito nos bordos, com base na analise do dbaco da Figura 6-9,

pode-se concluir:

GJ

v Aumenta, quando a relagdo — aumenta.

D

v" Aumenta com 0 aumento da razdo entre 0 maior e 0 menor vaos da laje, conside-

rada variando de 1,0 até 2,0 com incremento de 0,1.

v" Tende a 1,6, em seu limite superior, considerando as duas situaces acima.

Considerando um certo grau de engastamento entre a laje e as vigas de bordo, com

base na anélise das tabelas, Tabela 6-7 e Tabela 6-8, para a dire¢do y conclui-se que:
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v O valor da armadura minima preconizada pela NBR6118/2014 atende apenas nas
condigdes em que a razéo % for igual ou menor do que 2,254, e a relacdo entre 0s

vaos da laje menor ou igual a 1,2.
e Tabela para todos os tipos de casos de bordos, engastados e simplesmente apoiados.

As tabelas apresentadas neste trabalho foram confeccionadas para coeficiente de
Poisson igual a 0,20, valor este preconizado pela NBR6118/2014. Os coeficientes encon-
trados para céalculo dos momentos fletores foram comparados com os respectivos coefici-
entes da tabela de Czerny, a qual considera o coeficiente de Poisson igual a zero e com a
tabela de Barés, que considera o coeficiente de Poisson igual a 1,15..

A respeito das raz@es entre os coeficientes obtidos e apresentados na tabela confec-
cionada neste trabalho e os coeficientes dados pela tabela de Bares, com base nas tabelas:
Tabela 7-5 a Tabela 7-8,e em relacdo a Czerny com base nas tabelas, Tabela 7-13 a Tabela
7-16. conclui-se que:

v Sdo muito préximas de 1,0, para 0s momentos negativos nos bordos engastados.
Assim a variacdo do coeficiente de Poisson nédo interfere significativamente nos
valores dos coeficientes para obtencéo destes momentos.

v Variam de 1,02 a 1,36 para 0s momentos positivos na direcéo x. Isto é, neste caso,
0s momentos obtidos a partir da tabela desenvolvida no presente trabalho podem
ser até 36% maiores que os respectivos momentos calculados a partir da tabela de
Czerny. Com relagdo a tabela de Bares esta variagdo atinge um valor maximo igual
a 1,12, ouseja um aumento de 12%.

v Variam de 1,03 a 2,30 para 0s momentos positivos na direcdo y. Ou seja, para este
caso, 0s momentos obtidos a partir da tabela desenvolvida no presente trabalho
podem ser até 130% maiores que 0s respectivos momentos calculados a partir da
tabela de Czerny. Com relagéo a tabela de Bares esta variagdo atinge um valor

maximo igual a 2,19, ou seja um aumento de 119%.
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9. SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

v Verificar o método das grelhas para obtencdo dos momentos em lajes. Verificar
a condicdo de convergéncia de tal método para uma reducgdo das distancias entre
as grelhas. Comparar e checar o método utilizado pelo programa de calculo es-
trutural TQS.

v Verificar se for considerado um certo grau de engaste entre lajes e vigas, para
0 caso de lajes apoiada em quatro bordos, a necessidade ou ndo de considerar

um momento torsor nas vigas de bordo
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11. ANEXO A -TABELAS DE CZERNY

A seguir sdo apresentadas as tabelas de Czerny obtidas em SANTOS (2014).

tipo Caso 1 Caso 2 Caso 3 Czerny

ly/Ix mx my mx ny my nx mx my
1,00 27,2 27,2 41,2 11,9 29,4 11,9 31,4 41,2
1,05 24,5 27,5 36,5 11,3 29,0 11,3 29,2 43,2
1,10 22,4 27,9 31,9 10,9 28,8 10,9 27,3 45,3
1,15 20,7 28,4 28,3 10,4 28,8 10,5 25,8 47,1
1,20 19,1 29,1 25,9 10,1 28,9 10,2 24,5 48,8
1,25 17,8 29,9 23,4 9,8 29,2 9,9 23,4 50,3
1,30 16,8 30,9 21,7 9,6 29,7 9,7 22,4 51,9
1,35 15,8 31,8 20,1 9,3 30,2 9,4 21,6 53,2
1,40 15 32,8 18,8 9,2 30,8 9,3 19 54,3
1,45 14,3 33,8 17,5 9,0 31,6 9,1 18,0 55,9
1,50 13,7 34,7 16,6 8,9 32,3 9 18,8 56,9
1,55 13,2 35,4 15,7 8,8 33,0 8,8 19,4 57,8
1,60 12,7 36,1 15 8,68 33,6 8,8 19,5 58,6
1,65 12,3 36,7 14,3 8,6 34,3 8,63 19,17 59,3
1,70 11,9 37,3 13,8 8,5 35,0 8,6 19,3 59,9
1,75 11,5 37,9 12,8 8,45 35 8,5 19,9 60,7
1,80 11,2 38,5 12,79 8,4 36,2 8,4 19,9 61,0
1,85 10,9 38,9 12,3 8,35 36,9 8,2 20,0 61,7
1,90 10,6 39,4 12 8,3 37,5 8,2 19,9 62,5
1,95 10,3 39,8 11,6 8,25 38,2 8,2 19,9 63

2,00 10,1 40,3 11,4 8,2 39,9 8,2 19,8 63,8
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AN

tipo Caso 4 Caso 5
ly/Ix mx ny my nx mx my
1,00 63,3 14,3 35,1 14,3 35,1 61,7
1,05 52,2 13,4 33,7 13,8 33 64,5
1,10 46,1 12,7 32,9 13,5 31,7 67,2
1,15 39,8 12,0 32,2 13,2 30,4 69,6
1,20 35,5 11,5 31,7 13 29,4 71,5
1,25 31,5 11,1 31,3 12,7 28,5 72,8
1,30 28,5 10,7 31,2 12,6 27,8 73,5
1,35 25,8 10,3 31,2 12,4 27,1 74,1
1,40 23,7 10 31,4 12,3 26,6 74,6
1,45 22,0 9,8 31,7 12,2 26,1 75,3
1,50 20,4 9,5 32,1 12,2 25,8 75,8
1,55 19,0 9,3 32,7 12,1 25,4 76,5
1,60 17,9 9,2 33,3 12 25,2 77
1,65 16,9 9,5 34 12 24,9 77
1,70 16 8,9 34,9 12 24,7 77
1,75 15,2 8,8 35,9 12 24,5 77
1,80 14,6 8,7 37,1 12 24,4 77
1,85 13,9 8,6 38,3 12 24,3 77
1,90 13,4 8,5 39,7 12 24,3 77
1,95 12,9 8,4 41,1 12 24,2 77
2,00 12,5 8,4 42,4 12 24,1 77
[[1111]]
mL mL my my my
mx mx Alimx Alimx Alimx
7“-mx 7“-mx
L -my  -my
[T TTTTT [T
Caso 1l Caso 2 Caso 3 Caso 4 Caso 5
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tipo caso 6 caso 7

ly/Ix nx mx ny my nx mx ny my
1,00 14,3 40,2 14,3 40,2 18,3 59,5 16,3 44,1
1,05 13,3 38,0 13,8 41,0 16,8 51,6 15,6 43,6
1,10 12,7 35,1 13,6 42 15,4 46,1 14,8 43,7
1,15 12,0 32,2 13,3 42,9 14,4 41,4 14,4 44,2
1,20 11,5 30 13,1 44 13,0 37,5 14,0 44,8
1,25 111 28,0 12,9 45,6 11,4 34,2 13,6 43,2
1,30 10,7 26,5 12,8 47,6 11,4 31,8 13,3 46,9
1,35 10,3 25,2 12,7 49,6 11,4 29,6 13,3 48,6
1,40 10 24,1 12,6 51 11,3 27,8 13,0 50,3
1,45 9,8 23,1 12,5 52,1 11,0 26,5 12,8 52,3
1,50 9,6 22,2 12,4 53 10,6 25,4 12,8 55,0
1,55 9,4 21,6 12,3 54,1 10,3 24,4 12,8 58,2
1,60 9,2 21 12,3 54,8 10,0 23,6 12,5 61,6
1,65 9,1 20,4 12,2 55,6 9,8 22,8 12,5 65,6
1,70 8,9 19,9 12,2 56,3 9,6 22,2 12,5 70,4
1,75 8,8 19,5 12,2 57 9,4 21,6 12,5 75,0
1,80 8,7 19,1 12,2 57,7 9,3 22,0 12,5 79,6
1,85 8,6 18,7 12,2 58,3 9,1 20,0 12,4 84,4
1,90 8,5 18,4 12,2 59 9,0 19,5 12,4 89,8
1,95 8,4 18,1 12,2 59,6 8,9 19,0 12,3 93,7
2,00 8,4 17,9 12,2 60,2 8,8 19,0 12,3 95,8
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tipo caso 8 caso 9

ly/Ix nx mx ny my nx mx ny my
1,00 16,2 44,1 18,3 55,9 19,4 56,8 19,54 56,8
1,05 15,5 40,5 18,0 57,5 18,2 50,6 18,8 58,2
1,10 15,2 37,9 17,9 60,3 17 46 18,4 60,3
1,15 14,3 35,5 17,6 64,2 16,3 | 42,74 18,1 62,6
1,20 13,4 33,8 17,5 66,3 15,5 38,67 17,9 65,8
1,25 13,4 32,3 17,5 67,7 15,0 38,5 17,9 68,2
1,30 13,3 31,0 17,5 69,0 14,5 34,8 17,6 73,6
1,35 12,9 29,9 17,5 70,1 13,7 32,7 17,5 78,4
1,40 12,8 29,0 17,5 72,6 13,7 31,7 17,5 83,4
1,45 12,7 28,2 17,5 73,4 13,4 30,6 17,5 89,4
1,50 12,5 27,7 17,5 75,4 13,2 29,6 17,5 93,5
1,55 12,4 27,3 17,5 76,9 13,3 28,8 17,5 96,1
1,60 12,3 27,1 17,5 78,7 12,8 28,1 17,5 98,5
1,65 12,2 26,9 17,5 80,5 13,8 27,5 17,5 99,9
1,70 12,2 26,7 17,5 82,5 12,5 26,9 17,5 101
1,75 12,1 26,5 17,5 84,8 12,4 26,4 17,5 102
1,80 12,1 25,1 17,5 86,8 12,3 26 17,5 102,6
1,85 12,0 24,7 17,5 89,2 12,2 25,65 17,5 103,5
1,90 12,0 24,7 17,5 91,7 12,1 25,4 17,5 103,9
1,95 12,0 24,6 17,5 94,3 12 25,1 17,5 104,1
2,00 12,0 24,6 17,5 97,0 12 25 17,5 104,6

//1//11/ (11111111

% /

T 1) 1Ry

mx mx mx 4 7 mx 4

7] “mx 7] “mx 71 “mx o ) mx %

L -my L -my 1 -my p my
TTTTTTTT7 TTTT77777 JTTTITTTT I1TTTTTT
Caso 6 Caso 7 Caso 8 Caso9
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12. ANEXO B —- TABELAS DE BARES

A seguir sdo apresentadas as tabelas de Bares extraidas de PINHEIRO (2010).

MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

[ =

Tipo s A ; Tipo
k3 s

A [ Hy L Hy Wy Fx Hx Hy
1,00 423 | 423 | 29 3,54 8,40 3,94 8,40 2,91 1,00
105 | 462 | 425 | 3,26 3,64 8,79 3,77 8,79 | 2,84 1,05
1,10 500 | 427 | 361 3,74 9,18 3,99 9,17 | 2,76 1,10
115 | 538 | 425 | 3,98 3,80 9,53 | 4,19 9,49 | 2,68 1,15
1,20 575 | 422 | 435 3,86 9,88 | 438 9,80 2,59 1,20
125 | 6,10 | 417 | 472 | 389 [ 10,16 | 455 | 1006 | 2,51 | 125
130 | 6,44 | 412 | 509 | 392 [ 1041 | 471 | 1032 | 242 | 1,30
135 | 6,77 | 406 | 544 3,93 | 10,64 | 486 | 10,54 | 2,34 1,35
1,40 7,10 | 4,00 5,79 3,94 | 10,86 | 500 [10,75 | 2,25 1,40
145 | 7.4 3,95 | 6,12 391 | 11,05 ] 512 [ 1092 | 2,19 1,45
1,50 7,72 3,89 | 645 3,88 | 11,23 | 524 [ 11,09 | 2,12 1,50
155 | 799 3,82 | 6,76 385 | 11,39 ] 534 [ 11,23 | 2,04 1,55
1,60 8,26 3,74 7,07 381 | 1155 | 544 [ 1136 | 1,95 1,60
165 | 8,50 3,66 | 7.28 3,78 | 1167 | 553 [ 1148 | 1,87 1,65
1,70 8,74 3,58 | 749 374 | 11,79 | 561 | 1160 | 1,79 1,70
1,75 8,95 3,53 7,53 369 | 1188 | 568 | 11,72 | 1,74 1,75
180 | 9,16 | 347 | 756 | 363 [ 1196 | 575 | 11,84 | 1,68 | 1,80
1,85 | 939 3,38 | 8,10 3,98 | 12,05 | 581 | 11,94 | 1,67 1,89
1,90 9,4 3,29 | 8,63 3,53 | 1214 | 586 | 1203 | 1,59 1,90
195 | 9,73 3,23 | 8,86 345 | 1217 | 590 | 12,08 | 1,54 1,95
2,00 9.9 3,16 | 9,08 336 | 1220 | 594 [ 1213 | 1,48 2,00

>200| 1250 | 316 | 1250 | 336 | 1220 | 7,03 | 1250 | 1,48 |=200

Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.

m=u ;;06 p = carga uniforme [, = menor vao
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MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

sfl.f_x “lf._xr .
Tipo LE 1 . 3 Tipo
= 7— =

R=rm o | [y [y | o |y [y o | |y
1,00 | 269 | 699 | 269 | 6,99 | 2,01 | 3,09 | 699|309 | 699 |201]| 1,00
105 | 294 | 743 | 268 | 7,18 1232 | 323 | 7431322 | 7,20 |192]| 1,05
1,10 | 319 | 787 | 267 | 7,36 | 263 | 3,36 | 7,87 | 3,35 | 7,41 | 1,83 | 1,10
1,15 | 342 | 828 | 265 | 7501293 | 346 | 826 | 346 | 7,56 | 1,73 | 1,15
1,20 | 365 | 869 | 262 | 7,63 | 3,22 | 356 | 865|357 | 7,70 {163 | 1,20
1,25 | 386 | 903 | 2,56 | 7,72 | 3,63 | 364 | 9,03 | 366 | 7,82 | 156 | 1,25
1,30 | 4,06 | 9,37 | 2,50 | 7,81 | 3,99 | 372|933 | 3,74 | 7,93 | 1,49 | 1,30
1,35 | 424 | 965 | 245 | 788 | 434 | 377|969 | 3,80 | 8,02 | 141 1,35
140 | 442 | 993 | 239 | 7,94 | 469 | 3,82 |10,00] 3,86 | 8,11 | 1,33 | 1,40
145 | 458 |10,17| 2,32 | 8,00 | 5,03 | 3,86 | 10,25] 3,91 | 8,13 | 1,26 | 1,45
1,50 | 4,73 |1041| 2,25 | 8,06 | 5,37 | 3,90 | 10,49] 3,96 | 8,15 | 1,19 | 1,50
1,55 | 4,86 |10,62| 2,16 | 8,09 | 5,70 | 3,90 | 10,70 4,00 | 8,20 | 1,14 | 1,55
1,60 | 499 |10,82| 2,07 | 8,12 | 6,03 | 3,89 | 10,91] 4,04 | 8,25 | 1,08 | 1,60
1,65 | 5,10 |10,99] 1,99 | 8,14 | 6,35 | 3,85 |11,08] 4,07 | 8,28 | 1,03 | 1,65
1,70 | 5,21 |11,16] 1,91 | 815 | 6,67 | 3,81 | 11,241 4,10 | 8,30 | 0,98 | 1,70
1,75 | 531 |11,30| 1,85 | 8,16 | 6,97 | 3,79 | 11,39] 4,12 | 8,31 | 0,95 | 1,75
1,80 | 540 [11.43| 1,78 | 817 | 7,27 | 3,76 | 11,53| 4,14 | 8,32 | 0,91 | 1,80
1,85 | 548 [11,55| 1,72 | 817 | 7,55 | 3,72 | 11,65| 4,15 | 8,33 | 0,87 | 1,85
1,90 | 5,56 |11,67| 1,66 | 8,18 | 7,82 | 3,67 | 11,77 4,16 | 8,33 | 0,83 | 1,90
1,95 | 563 |11,78| 1,63 | 8,19 | 8,09 | 360 | 11,83 4,16 | 8,33 | 0,80 | 1,95
200 | 5,70 ({11,89| 1,60 | 8,20 | 8,35 | 3,52 [ 11,88 4,17 | 8,33 | 0,76 | 2,00
>2,00| 7,03 {12,50| 1,60 | 8,20 | 12,50 3,52 |11,88] 4,17 | 8,33 | 0,76 | > 2,00

Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.

m=u };(;0 p = carga uniforme f, = menor vao
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MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

-
ly
i
X

¥

bl

W

Hy

Wy

Ly

.u’k

Ly

Ly

“X

“IX

My

1,00

2,02

546

2,52

6,17

2,52

6,17

2,02

546

2,02

515

2,02

515

1,06

227

5,98

2,56

6,46

2,70

6,47

1.97

5,56

2,22

5,50

2,00

5,29

1,10

2,52

6,50

2,60

6,75

2,87

6,76

1.91

5,65

2,42

585

1,98

543

1,15

2,76

7.1

2,63

6,97

3,02

6,99

1,84

5,70

2,65

6,14

1,94

5,51

1.20

3,00

7,72

2,65

7,19

3,16

7.2

177

5,75

2,87

643

1,89

5,59

125

3,23

8,81

2,64

7,36

3,28

740

1,70

5,75

2,97

6,67

1,83

5,64

1.30

345

8,59

2,61

7,91

3,40

757

1,62

5,76

3,06

6,90

177

5,68

135

3,66

8,74

257

7,63

3,50

7,70

1,95

5,75

3,19

7,09

1,71

5,69

1.40

3,86

8,88

2,53

7,74

3,99

7,82

147

5,74

3,32

7,28

1,65

5,70

145

4,05

9,16

248

7.83

3,67

79

1.41

573

3,43

743

187

5,71

1.50

4,23

944

243

7,91

3,74

8,00

1,35

5,72

3,93

757

1,49

5,72

1,58

439

9,68

2,39

7,98

3,80

8,07

1.29

5,69

3,61

768

1,43

5,72

1,60

4,55

9,91

2,34

8,02

3,86

8,14

1.23

5,66

3,69

779

1,36

5,72

1,65

4,70

10,13

2,28

8,03

391

8,20

1.18

5,62

3,76

788

1,29

5,72

1.70

484

10,34

2,22

8,10

3,95

8,25

1.13

5,58

3,83

797

1,21

5,72

175

4,97

10,53

2,15

8,13

3,99

8,30

1,07

5,96

3,68

8,05

117

5,72

1.80

5,10

10,71

2,08

8,17

4,02

8,34

1,00

5,54

3,92

8,12

1,13

5,72

1.85

5,20

10,88

2,02

8,16

4,05

8,38

0,97

5,95

3,96

8,18

1,07

5,72

1,90

5,30

11,04

1,96

8,14

4,08

8,42

0,94

5,96

3,99

8,24

1,01

5,72

1,95

540

11,20

1,88

8,13

4,10

8,45

0,91

5,60

4,02

8,29

0,99

5,72

2,00

5,90

11,39

1,80

8,12

412

8,47

0.88

5,64

4,05

8,33

0,96

5,72

=200

7,03

12,50

1,80

8,12

417

8,33

0.88

5,64

417

8,33

0,96

5,72

Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.

P

m=ple
! 100

p = carga uniforme

{, = menar vao
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MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

La 'fa

Ti; ! T

po ana 8 | po
X 7
! =f Hs Hy o Hx Ky Hyb Wy Wys .
0,30 11,33 15,89 2844 1044 14,22 | 2555 41,89 77,00 0,30
0,35 10,63 15,60 | 27,19 8,85 12,86 | 2237 | 23569 | 6294 0,35
0,40 9,94 15,31 2594 7,25 11,50 1919 | 2950 | 4888 040
0,45 9,13 14,48 | 2447 6,22 10,39 16,82 | 2589 | 4136 0,45
0,50 8,32 1364 | 2300 5,20 9,28 1444 | 2225 | 3384 0,50
0,55 7,58 12,95 | 21,56 457 8,35 12,82 1964 | 2876 0,55
0,60 6,83 1225 | 20,11 3,94 742 11,19 17,00 | 2367 0,60
0,65 6,21 11,59 18,71 3,46 6,76 9,94 1526 | 2055 0,65
0,70 559 10,92 17,31 298 6,10 8,69 13,51 1743 0,70
0,75 5,09 10,24 15,86 2,61 5,54 707 12,28 15,38 0,75
0,80 459 9,58 1441 223 498 6,84 1105 1333 0,80
0,85 4,16 9,09 13,61 1,96 4,65 6,15 10,12 11,91 0,85
0,90 373 863 12,80 1,68 4.3 546 919 10,49 0,90
0,95 339 8,14 11,94 147 397 4,96 5,45 9,49 0,95
1,00 3,05 7,64 11,08 1,26 3,62 4,45 7,71 8,48 1,00
1,05 305 7.94 11,31 1.23 368 445 7.80 8,48 1.05
1,10 | 306 | 824 | 1155 | 1,19 374 | 446 | 7,88 8,47 1,10
1,15 3.06 8,53 11,78 1,16 3,80 447 797 8,46 1,15
1,20 3,07 8,83 12,01 1,12 3,86 447 8,05 8,46 1,20
1,25 3,03 9,01 12,12 1,09 3,90 4,47 8,09 8,46 1,25
1,30 3,00 9,19 12,22 1.06 393 447 8,13 8,46 1,30
1,35 297 9,38 12,33 1,03 3,97 448 B,17 8,46 1,35
1,40 294 9,56 1243 0,99 4,01 448 8,20 8,45 1,40
1,45 2,91 9,74 12,64 0,96 4,05 449 8,24 8,45 1,45
150 | 288 | 992 | 1264 | 092 408 | 449 | 628 8,45 150
155 | 284 | 1004 | 1269 | 090 | 409 | 449 | 829 | 845 | 155
1,60 281 10,16 12,74 0,88 4,10 449 8,29 8,45 1,60
1,65 207 10,29 12,80 0,66 4.1 449 8,30 8,45 1,65
1,70 2,74 10,41 12,85 0,64 4,12 449 8,30 8,45 1,70
1.75 270 10,53 12,90 0.62 413 450 831 8,45 1.75
1,80 2,66 10,65 12,95 0,80 413 4,50 8,31 8,45 1,80
1,85 253 10,77 13,00 0,78 4,14 4,50 8,32 8,45 1,85
1,90 259 10,90 13,06 0,76 4,15 450 8,32 8,45 1,90
1,95 2,56 11,02 13,11 0,74 4,16 4,50 8,33 8,45 1,95
2,00 2,52 11,14 13,16 0,72 417 4,50 8,33 8,45 2,00
>200 | 252 | 1250 | 1316 | 0,72 417 | 450 | 833 8,45 | > 2,00
Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.
m=,uI1)T'0 p = carga uniforme £ =menor valor entre [, e /,
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MOMENTOS FLETORES EM LAJES COM CARGA UNIFORME

vl £ V_I b
A1 ~ P
Tipo P 7 ) Tipo
9‘ | “b 10 ":l}
I [
X ~ X

1= _: [ o= Ly b s |‘|-s Ly Hyp |‘|-T |-l\}'b = _:
«<030]-1250)| 5000 | 0,78 | 6,22 |-1250) 5000 | 211 | 867 | 1456 | 3700 | «0,30
030 | 733 |4308| 078 | 6,22 | 4,89 | 3833 | 2,11 | 867 | 14,56 | 37,00 | 0,30
035 | -617 |3998 [ 189 [ 789 | -257 | 3308 ] 3,18 | 974 [ 1484 [ 3553 ] 035
040 | -3.00 |3687 | 3,00 | 956 | 025 | 2783 | 425 | 10,81 [ 1513 {3406 | 040
045 ] 178 | 3389 | 362 [ 1054 ]| 054 | 2394 | 453 [ 1077 [ 1426 | 3121 | 045
050 | 056 [3091] 424 | 1152 132 [ 2004 | 480 | 10,72 | 1340 | 2836 | 0,50
D55 | 025 | 26802 | 462 [1182] 162 | 1740 | 486 | 999 [ 1248 [ 2526 | 055
060 | 1,06 | 2513 [ 5,00 [ 1211 ] 192 | 1476 | 492 | 925 [ 1166 | 2217 | 060
065 | 147 [ 2290 [ 525 [1212] 191 [ 1291 ] 468 | 855 [ 1081 | 1963 ]| 065
0,70 168 | 2066 | 549 [1212] 190 | 1106 | 443 | 784 | 1006 | 1708 | 070
075 ] 206 | 16884 | 561 [1181] 1,82 | 986 | 414 | 7,15 | 942 [ 1517 ] 0,75
060 | 223 [1702[ 672 [1160] 1,73 | 865 | 386 | 645 | 877 [ 1326] 0,80
0685 ] 226 |1550 [ 666 [1105] 164 | 778 | 359 [ 586 | 819 [ 1187] 085
090 | 228 [1416) 560 | 1059 | 154 [ 691 333 | 526 | 760 | 1049 ) 090
095 ] 225 | 1299 | 548 [1007] 140 | 625 | 311 | 481 | 712 | 950 | 095
100 | 221 [1182] 536 | 955 | 126 | 559 | 268 | 435 | 6,64 | 851 1,00
105 1233 [ 1191572 [ 891 | 125 | 659 | 298 | 437 | 682 | 850 1,05
1,10 | 245 | 1200 | 608 | 1027 ) 124 | 558 | 308 | 439 | 699 | 850 1,10
1,15 | 257 [1208 | 644 [ 1062 1,24 | 558 | 3,18 | 441 | 717 | 649 1,15
120 | 269 [ 1217 6,80 [ 1098 | 124 | 657 | 327 | 443 [ 734 | 848 1,20
126 | 267 (1220 709 [ 1120 120 | 657 | 334 | 444 | 744 | 848 1,25
130 | 264 [ 1222 | 737 | 1142 117 | 657 | 341 | 445 | 754 | 847 1,30
135 | 262 [ 1225 | 755 [ 1164 114 | 557 | 349 | 446 | 764 | 847 1,35
140 | 259 [ 1228 | 793 [ 1185 1,11 | 658 | 356 | 447 | 773 | 847 1,40
145 | 257 [1231] 822 [ 1207 109 | 558 | 363 | 448 | 783 | 846 1,45
1650 | 254 | 1233 | 850 [1229) 106 | 558 | 370 | 449 | 793 | 8,46 1,50
166 | 256 [ 1235 868 [ 1237 104 | 558 | 3,74 | 449 | 797 | 846 1,65
160 | 258 [1236| 886 | 1245) 101 | 558 | 377 | 449 | 500 | 846 1,60
166 | 259 (1238 | 904 [ 1253 | 099 | 557 | 381 | 449 | 804 | 846 1,65
1,70 | 261 | 1239 922 (1261 097 | 557 | 384 | 449 | 808 | 8,46 1,70
175 | 263 [ 1241 ] 941 [ 1268 095 | 557 | 368 | 450 | 812 | 846 1,75
1,80 | 265 [ 1242 | 959 [ 1276 093 | 557 | 392 | 450 | 815 | 845 1,80
185 | 267 [1244 [ 976 [ 1284 ] 091 | 6557 | 395 | 450 | 819 | 845 1,85
190 | 268 | 1245 994 | 1292 ) 088 | 556 | 399 | 450 | 823 | 845 1,90
1,95 | 270 [ 1247|1013 [ 1300 086 | 556 | 402 | 450 | 8,26 | 845 1,95
2,00 | 272 [1248 | 1031 [1308] 0,84 | 556 [ 406 [ 450 | 830 | 8,45 | 2,00

>200] 272 | 1248 | 1250 {1308 | 084 | 556 | 417 | 450 | 833 | 845 | »200

Valores extraidos de BARES (1972) e adaptados por L.M. Pinheiro.

m=;s% p = carga uniforme [ =menor valor entre £, e &
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