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O assunto deste trabalho encontra-se inserido no contexto da interacdo entre néutrons e
nucleos. Sabemos que néutrons tém velocidades bastante variadas e essa informagdo nédo
pode ser desprezada. Todavia nem sempre a agitacdo dos nucleos é levada em conta.
Nestas paginas analisamos um dos casos onde esta agitacéo é relevante, a saber, quando a
secdo de choque exibe um comportamento ressonante. Entéo a velocidade desses nucleos,
que sdo os alvos desses néutrons influencia significativamente o comportamento da se¢éo
de choque. Este fenbmeno ganha o nome de Alargamento Doppler e existe uma funcao
que pode nos informar a sua magnitude. Tal fungédo é chamada de Funcédo de Alargamento
Doppler, sendo esta o foco deste projeto. Sdo aqui apresentados os métodos mais
recorrentes para o célculo desta funcdo e entdo empregado um método muito acurado e
pouco explorado ainda neste contexto chamado de Euler-Maclaurin. Sdo feitas
comparacgdes entre esse meétodo e um método classico de referéncia e, por fim, sdo
utilizados esses dados gerados no calculo da funcdo de alargamento para o calculo de

secdes de choque microscopica de captura, que é uma de suas principais aplicacdes.
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The subject of this work is placed in the context of the interaction between neutrons and
nuclei. We know that neutrons are at varying speeds and this information can not be
neglected. However not always the agitation of the nuclei is taken into account. In these
pages we look at one of the cases where this agitation is relevant, namely, when the cross
section exhibits a resonant behavior. Then the speed of these cores, which are targets of
these neutrons significantly influences the behavior of the cross section. This phenomenon
given the name of Doppler Broadening and there is a function that can tell us its
magnitude. This function is called Doppler Broadening Function and it is the focus of this
project. Here are presented the most frequent methods for calculating this function and
then used a very accurate method and still little explored in this context called the Euler-
Maclaurin. Comparisons are made between this method and a classic reference method,
and finally, these data generated by calculating the Doppler Broadening Function are used
for calculating microscopic radioactive capture cross sections, which is one of its main

applications.
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1- INTRODUCAO

O objetivo precipuo deste trabalho de conclusdo de curso é o célculo da Funcéo de
Alargamento Doppler, ¥ (x, §). Tal fungéo nos fornece a intensidade da ocorréncia de um
fendmeno importantissimo na neutrbnica de um reator nuclear: o fendmeno de
Alargamento Doppler. Este fendmeno consiste no alargamento da faixa de energia onde o
fendmeno da absorcdo radioativa ocorre, como consequéncia de um aumento na

temperatura.

Um dos fatores da importancia deste fen6meno é o seu funcionamento como um
controle intrinseco para reatores de poténcia, pois quando a temperatura se eleva, ocorre
este alargamento da faixa de energia, e mais néutrons sdo absorvidos fazendo com que haja

uma reducéo de reatividade, contribuindo, por isso, para o controle do reator.

Além disso, outras funcdes dependem da funcédo ¥ (x, &) para o seu calculo, sao elas,
integrais de ressonancia, fatores de auto-blindagem e correcoes realizadas nas medidas de
secdes de choque através do método de ativacdo. Para que durante estes calculos tenhamos
precisdo, precisamos que a funcdo ¥(x,&), aqui estudada, disponha de métodos
extremamente acurados, como é o caso do método que aqui sera apresentado, a saber,

método de Euler-Maclaurin.

Outra aplicacao de suma importancia € o calculo da secdo de choque de captura. Este
calculo serd a aplicacdo explorada nesta monografia. A secdo de choque é uma das
grandezas basilares da Fisica de Reatores, esta grandeza tem por unidade o barns (b) que
equivale a 1024 cmz. Sua relevancia esta em representar a probabilidade de que uma reacéo
ocorra. Existe a definicdo de secdes de choque para todos os tipos de interacdes, por
exemplo: existe secdo de choque de espalhamento, que representa a probabilidade de
ocorréncia de espalhamento, existe também a se¢do de choque de absor¢do que representa

a probabilidade de ocorréncia de absorc¢éo.

Este trabalho se ocupada da se¢do de choque de captura, a,,. O fendmeno da captura
é um dos fendmeno possiveis na interacdo do néutron com os nucleos atdmicos. Ha duas
possibilidades quando o néutron interage com um nicleo, ele pode ser absorvido ou
espalhado. No caso do espalhamento, pode se dar um espalhamento elastico ou um
espalhamento inelastico, e no caso da absorcdo, esta pode gerar uma captura radioativa,
uma fissdo ou outros fenbmenos que fogem ao escopo do texto cita-los. Esses processos,

bem como suas se¢Oes de choque, podem ser organizados segundo a figura abaixo.
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Figura 1 — Hierarquia das se¢des de choque (DUDERSTADT & HAMILTON,1976)

Quanto ao mecanismo da captura, sabe-se que ocorre através da formacdo de um
nucleo composto. O nucleo composto corresponde ao nucleo mais 0 néutron incidente e,
se a massa do nicleo é A, a massa desse niicleo composto é A+1. E importante saber que
a formacéo desse nucleo composto sé ocorre sob certas condigdes energéticas. A energia
das particulas em relacdo ao centro de massa somada a energia de ligacdo do néutron
incidente tém de estar de acordo com o nivel energético desse nicleo composto. Ou seja,

tem de haver uma ressonancia. Isto pode ser ilustrado a partir da figura abaixo.
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Figura 2 — Faixas de Ressonancia (DUDERSTADT & HAMILTON,1976)

Da figura acima, depreende-se que ap6s a formacdo do nucleo composto, este se
desfaz de parte de sua energia que o deixa instavel e o faz por meio de emissdes gama em
cascata, isto no caso da captura radioativa, onde o néutron ficara agregado definitivamente
ao nucleo que se tornara estavel depois dessas emissdes.

Uma maneira muito nitida de visualizar o alargamento doppler é atraves de um
gréfico de secdo de choque de captura por energia, exibido logo abaixo deste paragrafo.
Neste gréafico, pode-se ver que a curva se comporta de maneira a formar um pico e esse
pico tem uma largura. Ha trés graficos na figura, um para cada temperatura, todos do
mesmo sistema. Quanto a temperatura aumento, pode-se notar um aumento da largura

desse pico, houve um alargamento, disto deriva o nome ‘Alargamento Doppler’.
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Figura 3 — Alargamento Doppler (LAMARSH,1983)

Neste projeto de final de curso a preocupacdo concerne em propor um meétodo
pouco explorado ainda neste contexto, 0 método de Euler-Maclaurin, para o célculo de
Y(x, §), além de apresentar diferentes métodos ja conhecidos para o calculo desta funcéo.
Também é objetivo deste texto mostrar a aplicacdo realizada desta funcdo no calculo de
secOes de choque de captura realizando uma comparacdo entre 0s métodos.

No capitulo 2, é apresentado um elegante formalismo para a obtencdo da funcéao de
alargamento doppler bem como o da secdo de choque de espalhamento. Além disso, é
apresentada a aproximacdo de Bethe-Plazeck e suas principais hipoteses. O capitulo
finaliza-se com uma comparacdo entre a expressdo exata e a aproximacdo de Bethe-
Plazeck.

O Capitulo 3 apresenta uma breve revisao bibliografica discutindo-se os principais
métodos de célculo da funcéo ¥ (x, ).

No Capitulo 4, tem-se a fundamentacdo tedrica do calculo da funcdo de
alargamento pelo método de Euler-Maclaurin, que é o método proposto neste trabalho.
Além de trazer a exposicdo matematica de como é feito nesta monografia o calculo da
secdo de choque de absorcéo.

Ja o capitulo 5 apresenta os resultados obtidos, ou seja, os valores da funcdo de
alargamento doppler em trés métodos diferentes, um de referéncia, o método de Padé e o

método proposto de Euler-Maclaurin e logo ap6s feitos os graficos e os erros entre 0s



métodos. Ha também os valores obtidos no calculo das secdes de choque para o U%8 o
Th?32e o Pu¥0
No capitulo 6 séo feitas as conclusdes relativas aos resultados obtidos e ao trabalho

de um modo geral.



2 - FORMULACAO EXATA DA FUNCAO DE ALARGAMENTO DOPPLER

Muitos artigos, livros e trabalhos académicos que constam na referéncia deste
trabalho de conclusdo de curso foram consultados em busca de uma deducdo completa da
Funcgéo de Alargamento Doppler. Na maioria destas obras, ndo havia o objetivo de deduzir
detalhadamente esta expresséo, pois 0s objetivos daqueles textos eram outros. Disto resultou
a necessidade de realizar esta deducdo e aqueles trabalhos consultados foram importantes
pois neles foram encontradas as bases para a deducao desta expressao.

Parte-se entdo de conceitos basicos de Fisica de Reatores, de Fisica Basica e com

algum trabalho algébrico consegue-se demonstrar a expressdo, como € visto a seguir.

Este trabalho parte da seguinte expresséo:
dR, = Vgox(Vg) (1)

Os termos desta formula tém o seguinte significado: “dR," [é a taxa na qual ocorre
areacdo, “VRr” ¢ a velocidade relativa do néutron incidente com o alvo e “o,(Vz)” € a se¢do
de choque de iteracdo entre os néutrons incidentes com 0s nucleos.

Pode-se entdo definir a velocidade relativa entre néutrons e nucleos do alvo, como

sendo:
Vg =Vy =V, (2)

Onde Vn é a velocidade dos néutrons incidentes e Va é a velocidade dos nucleos do
alvo.

Os nucleos do alvo ndo estdo parados, conforme foi visto, em muitos casos, como
este, considerou-se sua agitacdo térmica. Estas velocidades tém comportamento
probabilistico, dadas, por isto, através de uma distribuicdo de probabilidade. Neste caso a
distribuicdo das velocidades deste alvo € uma distribuicdo Maxwell-Boltzmann.

Se quisermos obter a taxa média da reacdo dR, a partir desta distribuicdo, que é

simbolizada por p(V,), teremos a seguinte expressao:

dRy o [ d*Vy p(V)IVil o(IVel) 3)



Onde |VR| = [Vn — V4| por definicdo de velocidade relativa e a distribuicdo p(Va),
que é uma distribuicdo de Maxwell-Boltzmann como foi dito, é a seguinte:

(Vi) = (e a4 @
Logo, tem-se que:

dR, foolvN_VAl o(|Vy -Val) a*V, p(V,) ®)
Por outro lado, a taxa de reacdo média pode ser escrita como:

d_Rx = Vnox(Vy) (6)

Substituindo na Gltima equacao, tem-se que:
T2 (Vi) = 5 Vi =Val 01V ~VaD) @V, p(V) (7)

Sabe-se que somente a componente da velocidade do ndcleo alvo na direcdo de Vn
contribui para o fenbmeno de Alargamento Doppler. Sendo assim, podemos adotar um

sistema de coordenadas cilindricas conforme ilustrado na Figura 4.

xll.

A%

Figura 4 — Decomposicéao da velocidade Va

Vy=Vspcosd i + Vyp sind j+ Vyz k (8)



Sendo a componente Vaz a projecéo de Va no eixo Z e a componente Vap a projecao
ortogonal do vetor Va no plano XY.

O elemento de volume d3V a pode ser decomposto, segundo coordenadas cilindricas,
da seguinte forma:

d3VA = VApdVApdVAzd6 (9)

Para varrer todo 0 espaco temos que ter os seguintes limites:

-0 <V, <o (10)

0< 6<2n (12)

0<Vap< (12)
Voltando a se¢do de choque:

G Vy) = 5 Vi =Val oIV ~VaD) a3V, p() (13)

Na expressdo da secdo de choque, agora que se tem a expressdo para p(Va) e para

d3Va, pode-se substitui-la, chegando a seguinte expresséo:

Ux(VN)— f( )ze ZkTVa)WN Vala(IVy = V4DDVapdVypdVyzds (14)

2nKT

Como o termo ( )z é constante, pode-se retird-lo da integral, e teremos:

a,(Vy) = )Zfe i |V = Vala (Vi - VaDViapdVypdVyzds (15)

ZEKT

Como hé variaveis independentes nesta integral que é tripla, pode-se separar em trés

integrais de uma Unica variavel, como se segue:

) f d5f VAPdVAPf (2’<T a)|VN Vulo([Vy -V4DdV,z  (16)

o, (Vy) =

ZHKT

Resolvendo-se a primeira integral, a que esta em fungdo de §, temos:

CAUYE~ T ( f VapdVap [ TV Yy ~Vyla(IVy - VaDdVig (17)

ZHKT



Necessita-se neste momento de uma mudanca de variavel de (Var, Vaz) para (Ecwm,
Vaz). Observa-se que efetivamente, apenas muda-se uma variavel, de Vap para Er, onde
Erel € a energia do relativa entre o néutron e o ndcleo.

Segue o Jacobiano da transformagéo:

OErei  OErel
OVap 0Vaz

AEre1dVyz = Waz OVaz AVapdVyaz (18)
OVap 0Vaz

Como resultado do calculo:

dEredVAZ = m VapdVardVaz (19)
VapdVap = %dErel (20)

Tem-seque 0 < E,p < 00,

Sabe-se também que 7;{ = V_N> — Vf{.

E necessario lembrar que Vf{ = m — @ , pode-se assim realizar uma substituicao
na expressdo acima e reorganizar, encontrando:

Vaz = Vn— Vap — Vi (21)

Assim, sabe-se que 1, varia segundo o intervalo abaixo:

Vy =V < Vag < Vy+ Vg (22)
Observacao:
VR):V_N)_VA)_)VA:VN_VAZ (23)

Como |Vy -V4la(|Vy - V,]) ndo dependem de VVaz, pode-se retira-los da integral da

direita:

_ 1 A3 I +o0 (_MA, 2

() = = 5= Ge? o Jy Wi = Valo UV = VaD)dErer [ e o 0av,, — (24)
Onde:



2Erel

|VN —VA|O'(|VN _VAD = (Erel) (25)
Desta forma, tem-se que:

— 21 2Ere _may 2

T == 2L (7 [ () dEye [ e E O av,, (26)
Sendo,

VAZ = VRZ - VNZ + 2 VNVAZ (27)

Pode-se entdo substituir Va na formula:

A 2 2
(W) = )‘ = [ [ 0 (Ere)dEye [ e Car VRIINE2INAD) qy (28)

Simplificando tem-se:

3

O-x (VN) = \/_VlN (mA)Z ! f ZErel (Erel)dErel e ZkT(VR VN) f+00 (__ VNVAZ)dV

(29)

Resolvendo-se a integral que esta em fungéo de Vaz e reorganizando-se 0s termos,

temos:
3
1 (mA\z 1 kT 2Exc _mA VR )2
Oy (VN) \/— VN ( ) mmAVy f m G(Erel)dErel e ZkT( N=VR) -
e SR /N +VR )’ ] (30)

Sabendo-se que:

ET@
vg = /T (31)

2E
Un= (32)
Eye1—Eo r
y = 2(1—1-\) - Ere = y?-l' E, (33)
S2CE) L oy (34)

10



Sendo assim a equacdo (30), apos substituices nela das equacdes (31),(32), (33) e
(34), e alguma manipulagdo algébrica, admite a seguinte forma:

1 0 _i _ 2
G_x(VN) - % ' % ) (%)E fo V Erel O-(Erel) [e kT(\/E \Erel) -
o (VE+Erel )’ ] dE, ., (35)

A equacdo acima, equacao (35), pode ser escrita da seguinte forma:

%, _ [, 25
U_x(VN)=%- = (E) Sy Erei 0(Ere) | € FEO(JM r \[H F) -
e—éﬁzﬂ%@b+2&+J+%?> 0E. 36)

Onde o termo T, é chamado de largura doppler e é definida da maneira que se segue:

EokT
Ip = /T (37)

Considerando-se que:

g

r
r

A equacdo (36) pode agora ser escrita sob a forma:

= 2Eo§<y+@_ x+@
::(E;) zv* E f dEyei\/Ere1 0x(Ere) | € " J r J r ) —

onE <Jy+ﬁ +J 2Eo) (38)

Existe uma formulacdo voltada para o calculo das secBes de choque nas faixas
energéticas de ressonancia chamada de formula de Breit-Wigner para um anico nivel

energético. Esta formula pode ser usada para célculo de se¢bes de choque ressonantes em
11



outros eventos, acrescida em alguns casos de termos de correcdo, todavia, aqui ela sera

destinada ao calculo da se¢do de choque de captura. Para o caso da captura, temos:

1 -1
— & i 2 Ere1—Eo 2
o,(E.) = o, - (Erel) [4( . ) + 1] (39)

Pode inferir que esta formulacéo expressa a secdo de choque de captura em fungéo
dos termos: E, E, I, que sdo termos ja apresentados e também do termo I, que € chamado
de largura radioativa, e expressa a probabilidade do nlcleo composto decair via emissdo
gama, por isso utilizamos o indice coma a letra grega gama.

J& g, € uma constante dada pela seguinte formula:

Tn _(A+1)* Ty
0, = 4my; =t g =2,608.10° s I (40)

Onde g € um fator de spin estatistico dado em termos de I, spin nuclear e J, spin

total, da seguinte maneira:

_ (@j+1)
T 2(21+1) (41)

_ N2
Lembrando que y = 2@, temos que y? = 4 (@) . Substituindo-se,

entdo, na expressao acima de Breit-Wigner:

1

)E 1 (42)

y2+1

r
o,(E.) = o, ;’(Erel

Entdo substituiremos essa expressdo na formula da secdo de choque meédia que

vinhamos desenvolvendo, resultando em:

1 25022< y+@— %
= (E) 2\/— E f dErelwf rel O-X(Erel) e r \/ r \/ 1.,) _

(e = 43)

25 (e 4 [ea o) "

Seja ®(x,y,§) = e_ZE? Ez<\/y +@ - \/x +@)
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Tirando-se o © de dentro da raiz, temos:

- _ 1 A LE, Ty o 1
0= N (4KTEO)2' E 0o T fo y2+1 o dErel (45)
Logo:
75— L 1 E Iyee 1
0= =7 F OoT fo i1 ® dE,, (46)
Fazendo uma mudanca de variavel de E,.; paray.
r
Erer = Y3 + E, (47)
Diferenciando a expressao, a fim de obter dE.:
dEre; r r
_d;e == o dEg = > dy (48)
Quando E,,; = o, y —» oo; desta maneira, o limite superior continua sendo oo
2F, . .. . . 2E,
Quando E,,; =0,y = _TO; desta maneira, o limite inferior passa a ser _TO'
Escrevendo a integral, agora ja em fungédo das novas variaveis:
E, finalmente, chega-se a:
2Ep &? 2E 2E 2
G=Co gh Type 1 (" ?(JnyTO‘J“T")_
T 2vm’? E T T —%y2+1
2Ep &* 2E 2E 2
_Z=0 J <Eo Lo
v+ +Jx + )
e ( r r dy (49)

Desta expressdo, equacdo (49), define-se a Funcdo de Alargamento Doppler, da

seguinte maneira:

_ﬂ< 2By _ 2Eq
WD =5z e et )

y2+1

e‘ﬁ(ﬁ@ +\/"+%)2 (50)
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2.1 A Aproximacao de Bethe-Placzek

A partir da formula exata da fungdo de alargamento doppler é possivel obter outra
expressao, que é aproximada, desde que algumas consideragdes sejam feitas:

12 consideragdo: O segundo termo exponencial da integral deve ser negligenciado.

Isto porque o segundo termo é desprezivel frente ao primeiro em muitas faixas de
energia de interesse.

22 consideracdo: Pode-se fazer uma expansao do termo abaixo em série de Taylor e

utilizar apenas dois termos iniciais.

JEra = VE (1+ %)1/2 ~VE |1+ ZE] (51)

2E
3% Consideracdo: Estender o limite de integragéo inferior para —oo.

~ Eo - .
Isto porque a razéo ?" é muito grande e pode-se considera-la co.

Levando-se em conta essas consideracdes, pode-se substituir as equacoes (33) e (34)

na equacdo (51), obtendo-se o seguinte:

Xy E-CE+E,
y?r+ E, = x?r-l_ E, [1+ ) xr(z ) (52)
2(7+ EO)
Pode-se entdo organizar esta equacdo e reescrevé-la da seguinte forma:
2o _ 2B _ 1 2B, y—x
\/y+T \/x+ e e P (53)
Substituindo-se na equacao (50), ja sem o segundo termo exponencial, tem-se:
2
_2Bo¥%(1 [ 2B y-x
( ):Lf‘” 1 r (2 T x+ZET°> (54)
Y x) = 2Vm Yo y241q €
Assim:
2B08% 1 __(y=x)°
_ g [ee] 1 r 4 & £+1
1/)({'—, X) = ﬁ f—oo 721 e T (Eo ) (55)

14



. . ~ E, P 2r
Como foi assumido que razéo ?" tende a infinito, logo . tende a zero. Desta forma,
o

tem-se a seguinte formula, conhecida como formula de Bethe-Placzek:

_ & [ Ay —(x-)%E
v x) =5 = J- e (56)

0 1+y?

A expressao fica discrepante quando utilizada para altas temperaturas e baixos
valores de ressonancia (DUDERSTADT & HAMILTON,1976). Quando utiliza-se a
expresséo para o pluténio 239 a T=2000 °C na energia de 0.296eV, encontra-se um erro
relativo de 50%, o que é bem inadequado.

Todavia em condicBes inversas as escritas no paragrafo anterior a expressao encontra
uma larga utilizacdo na area de fisica de reatores. Na secdo 2.2 serd feita uma
comparagdo entre a expressao exata e esta aproximacdo que nos fara ter uma ideia
melhor de quéo precisa €.

Caso seja necessario um célculo de secéo de choque, podemos escrever:

_ Ty (Eo\Y/?
G, = 0oL (%2) " w(gx) (57)
Como prova real dessa expressdo podemos testa-la analiticamente para o caso de
temperaturas tendendo a zero e ¢ tendendo a infinito. Desta forma a integral sumira
exceto nas vizinhancgas de x e y. Neste caso teremos:
~ SO SRS SR U €208 S |
Y, x)~ P& x) T T Jo e dy = = (58)
Assim, chega-se a Briet-Wigner:
_ Ty (EN\Y?[, (E-E, -1
5,(E,0) = o, () " |4 () +1] (59)
No outro extremo, o limite de alta temperatura, ou seja, quando T - oo, temos que
§ 2 oo. Neste caso, teremos:
_ Ty (E, 1/2 & © d 1 N2z2
a,(E,0) - Go?y(;) sr s e (60)

E, 1/2 \/E _(E_ZEO)

o,(E,0) - GOF—FV(F) S e 'p (61)
15



Ao se observar a equacdo, tem-se uma gaussiana caracterizada pela largura I'y. Quer
dizer que com o aumento da temperatura, a largura doppler se aproxima de sua largura que
depende da raiz da temperatura t*2.

Uma consequéncia da aproximacdo de Bethe-Placzek é a constatacdo matemaética de
que a area abaixo da curva de secdo de choque por energia é constante.

Para melhor entendimento, propomos a visualiza¢do, novamente, da figura 3 do capitulo
de introducdo. Nessa podemos ver os graficos se alargando e ter uma melhor nocéo que as
areas abaixo do gréafico continuam as mesmas.

Isto quer dizer que se h& o fendmeno de alargamento ou se a largura se torna menor, a
area € sempre a mesma. Segue a prova.

Ty

o,(E,T)dE = o0,-*

r fressonéncia

P&, x) dx (62)

fressonéncia

Desta forma:

IR

r oo o L. . N2z2
%Fy-f_oo 1?;2 " eal™ N dx = o, Fyg (63)

[&,(E,T) dE

2.2 Avaliacdo da Aproximacao de Bethe-Plazeck.

Quando se analisa numericamente a expressdo exata, que foi completamente
deduzida neste trabalho nas secdes anteriores, e a expressdo de Bethe-Plazeck, tem-se uma
visdo de quéo boa é esta aproximacao e onde ela pode ser melhor aplicada, ou seja, para que
valores de parametros de & e X encontram-se 0S menores erros.

As expressdes foram programadas e entdo os resultados desta programacao serdo

exibidos a seguir na forma de um quadro.
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Esses testes foram realizados com os seguintes dados (L. Dresner, 1960):
E, = 6,68eV
I'=0,0265eV

Abaixo, quadro para a expressdo exata, que nada mais € que a equacao (50):

Tabela 1 — Valores da Funcdo W(¢, x) para diferentes valores de ¢ e x

Efx X=0 |05 1.0 2.0 5.0 10.0 15.0 20.0

0.05 | 0.04309 | 0.04308 | 0.04306 | 0.04293 | 0.04244 | 0.04057 | 0.03766 | 0.03396
0.10 | 0.08383 | 0.08378 | 0.08364 | 0.08305 | 0.07905 | 0.06638 | 0.04979 | 0.03350
0.15 | 0.12239 | 0.12223 | 0,12176 | 0.11989 | 0.10765 | 0.07734 | 0.03980 | 0.01757
0.20 | 0.15890 | 0.15854 ([ 0.15748 [ 0.15333 | 0.12733 | 0.06671 | 0.02438 | 0.00746
0.30 | 0.22624 | 0.22517 | 0.22198 | 0.20972 | 0.14187 | 0.03942 | 0,00851 | 0.00322
0.40 | 0.28679 | 0,28451 | 0,27777 | 0,25253 | 0.13278 | 0,02149 | 0.00565 | 0.00283
0.50 | 0.34135 | 0.33734 | 0.32560 | 0.28299 | 0.11328 | 0.01469 | 0.00509 | 0.00271

Calculo para a expressao de Bethe-Plazeck, que lembramos ser a equacao (52):

Tabela 2 — Valores da funcdo (¢, x) para diferentes valores de ¢ e x

Efx X=0 0.5 1.0 2.0 5.0 10.0 15.0 20.0
0.05 0.04309 | 0.04308 | 0.04306 | 0.04298 | 0.04244 | 0.04055 | 0.03759 | 0.03380
0.10 0.08384 | 0.08379 | 0.08364 | 0.08305 | 0.07992 | 0.06622 | 0.04940 | 0.03291
0.15 0.12239 | 0.12223 | 0.12176 | 0.11989 | 0.10757 | 0.07328 | 0.03916 | 0.01695
0.20 0.15889 | 0.15854 | 0.15748 | 0.15331 | 0.12719 | 0.06614 | 0.02376 | 0.00713
0.30 0.22624 | 0.22516 | 0.22197 | 0.20968 | 0.14154 | 0.03881 | 0.00826 | 0.00314
0.40 0.28679 | 0.28450 | 0.27776 | 0.25245 | 0.13228 | 0.02110 | 0.00554 | 0.00277
0.50 0.34135 | 0.33733 | 0.32557 | 0.28286 | 0.11269 | 0.01446 | 0.00500 | 0.00266

Pode-se tracar o grafico em trés dimensGes do erro relativo entre a aproximacao de
Bethe-Placzek e a expressao exata e desta forma ter uma ideia mais geral do comportamento

do erro com as variacOes de x e &. Abaixo, o grafico:
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Figura 5 — Erro Relativo entre Bethe-Placzek e Expressdo Exata

3 - METODOS DE CALCULO DA FUNCAO DE ALARGAMENTO DOPPLER

Os trabalhos académicos que serviram de referéncia a este trabalho apresentam
diversos métodos para o calculo da funcdo de alargamento doppler. Ha alguns métodos que
aparecem em quase todos os trabalhos ficando claro os métodos mais classicos e recorrentes.
Com base nisto, pode-se afirmar que a expansao assintotica e 0 método de Padeé sdo bastante
utilizados para esta finalidade. O método de Beynon e Grant também é apresentado. Além
disso, discute-se, também, métodos mais modernos como o método de Palma, Martinez e
Silva e 0 método da Série de Fourier, que sdo métodos bastante acurados para o célculo da
funcdo Y(x, &).

Todos os calculos séo feitos através da aproximacao de Bethe-Placzek.

18



3.1 Expanséo Assintotica

O método da expansdo assintotica se fundamenta na expansao em série de Taylor do

term

¢ feita em torno de y=x, da
pode-se escrever que:

s T a0+ - B gm0 e (8)

1+y? 14x% (1+x (1+4x2)2 (14x2)4

Essa expansdo é entdo substituida na expressdo de Bethe-Placzek, com esta

substituicdo pode-se integrar e obter a seguinte expressao analitica:

lp(x f) { 2 (3x%-1) | 12 (5x*-10x%+1) } (65)

14x? &2 (1+x2)? &4 (1+x2)*

Cabe ressaltar que a expressdo ndo é exata devido a termos a obtido por meio da
aproximacao de Bethe-Placzek. Assim, 0s erros dessas expressdo sdo herdados nesta
nossa nova formula. Uma outra observagdo pertinente € comentar que o dominio de
validade esta restrito em |x,§| > 6 (BEYNON & GRANT, 1963).

Costuma-se utilizar a expressao recem formulada para determinar comportamentos
especificos da funcéo de alargamento Doppler. Um exemplo é quando a funcéo ¢ (x, &),

para valores suficientemente altos de X, apresenta a forma assintotica abaixo:

Y(x, &) =

(66)

1+x2

3.2 Método de Beynon e Grant

Um dos métodos propostos por Beynon e Grante (BEYNON & GRANT, 1963) se
baseia em escrever as exponenciais do termo a ser integrando na funcéo de alargamento em

polindmios de Chebyshev e integrar. Para tal, faz-se uma mudanca de variaveis onde a =
%f e b =¢.x, xe & foram definidos anteriormente quando foram apresentados os termos

presentes na expressdo de alargamento. Pode-se entdo escrever a expressdo, sob essas novas

variaveis, da seguinte forma:

Y(a,b) = % {cos(ab) [1—E, (@)]e® + J(a, b)}e_%b2 (67)
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Sendo a funcéo J(a,b) definida do seguinte modo:

](a,b)=%{%(ab)2—i(ab)4+é(ab)6....} + L{i(ab)4—§(ab)6...}+... +

2a3
1 2n+1 1 2( +1)
Vra?ntl F( 2 )'{(2n+2)!(ab) " } (68)
Onde
E@= = e dy (69)

Alternativo a este método Beynon e Grant (BEYNON & GRANT,1963) propuseram
um outro. Este outro método consiste em utilizar o método desses autores truncado e a parte
que resta ser calculada da integral utilizar o método de Gauss-Hermite. VVamos truncar,
entdo, a expansdo em série deixando-a com apenas dois termos e ap6s algum trabalho

algébrico, podemos escrever a expressdo da seguinte forma:

Y(a,b) =a {\/E [1 —%(ab)z] [1—E,(a)]e® + %ab2 + K(a,b)}c—:'_%b2 (70)
Sendo:
K(a,b) = % fjozo [cosh(by) —-1- % (by)z] e’ % (71)

E, entdo, essa integral pode ser resolvida numericamente pela quadratura de Gauss-

Hermite, obtendo-se a seguinte expressao:

K(a,b) = 22 70, (S0t 1040 (72)

Vg “<I=1 a?+af 2a+af

Sendo a; e H;referentes aos pesos da quadratura de Gauss-Hermite.

Caso seja de interesse trabalhar no dominio de |x.&| > 8, pode-se lancar mdo da

seguinte expressao que chamamos de forma assintotica da expressao de Beynon e Grant.

_ 1 10 2 1+va]2- H 73
l/) 14+x2 ]=1\/E<(1+va]2.)2—(bvaj)2> ] ( )

Sendo:

_ 4
V= e

(74)
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3.3 Método de Padé de 4 polos

O método de Padé tem sido largamente utilizado para o célculo da funcdo de
alargamento. Segundo este método, pode-se escrever a fungdo Y(x,&) como a razdo entre
dois polindmios (KESHAVAMURTHY & HARSH, 1993):

ap+az(hx)?+ays(hx)*+ae(hx)®
bo+b2(hx)2+b4,(hx)4'+b6(hx)6+bg(hx)8

Y&, =h (75)

Para o calculo dos coeficientes dessa fungdo, utiliza-se as expressdes contidas
na tabela 3. E para o calculo destes coeficientes da tabela 3 utilizam-se os parametros
que sdo exibidos na tabela 4. Ambas as tabelas encontram-se abaixo:
Tabela 3 - Coeficientes utilizados no calculo pelo método de Padé

h=%/2
a0 = (po + pih - p2h? - psh®) (1 - qih - g2h® + qsh® + qsh*)

az= (pz + 3 psh)(1- qih - qzh? + qsh® + qsh*) + (po + p1h - p2h? - psh*)( gz - 3qzh -
6q4h?) + (-p1 + 2p2h + 3p3h2) (g1 + 2qzh -3q3h2 - 4q4h3)

a4 = qa (po + p1ih - p2h? - psh®) + (pz + 3 psh)( gz - 3qsh - 6qsh?) - p3 (q1 + 2qzh -
3qsh?-4qsh®) + (-p1 + 2pzh + 3psh?)(q3 + 4q4h)

as = q4 (p2 + 3 p3h) - p3 (g3 + 4qsh)
bo= (1- qih - qzh2 + q3h3 + q4h4)2
b2 =2(1-qih - qzh2 + q3h3 + q4h*)(qz - 3qzh - 6q4h?) + (q1 + 2gzh -3q3h2 - 4q4h3)2

bs=(qz2-3qsh - 6q4h2)2 + 2q4(1- qih - qzh2 + q3h3 + q4h*) + 2 (q3+4qsh)(q1 +
2qzh -3g3h?-4qsh?)

be = 294( gz - 3gsh - 6qsh?) 4 (g3 - 4qsh)?
b8 — q42
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Tabela 4 - Paramétros para o calculo dos coeficientes a, b e h.

po =1 (<97 +28)

" (6n* —297+ 32)

_IST 4887128 | 367 =1957+256
P 2(67°=297+32) | 6(6a7 =297 +32)

Jr (337 -104) V7 (<337 +104)
1, = g, =

6(6x7 =297 +32) * 6(6n* =297 +32)

9T 469128 | _ 9n°-697+128
Uo3(6xt-297+32) | T 3(6x7-297+32)

Ao serem executados os calculos, obtemos uma expressao do tipo:

_ Fx$)
w(x; f) - G(x,8) (76)

Os polinémios F(x, &) e G(x, §), podem ser escritos como:

F(x,&) = 2 § (7,089815404.1022 + 1,146750844. 1023 £ + 8,399725059 . 1022 §2 +
3,622207053.1022 £3 + 9,957751740.1021 £* 4+ 1,7490672258.1021 £5 +

1,835165213.102°¢6 4+ 8,940072699.108 §7 - 2,539736657.1021 &2 x* +
2,069483991.10% &3 x> + 3,972393548.10% &4 x2 4+ 1,919319560.10%" &5 x2 +
3,670330426.102° £6 x® + 2,682021808.10%° 7 x2 + 1,048748026 .10 §* x* +
1,702523008.102° £5 x* + 1,835165209.102° £6 x* + 2,682021806.10%° §7 x* +
8,940072688 .108 £7 x6) 77)

G(x,&) = (3,490642925.1023 & + 3,464999381.102% £ + 2,050150991.1023 £ +
7,933771118.1022 &4 + 3,670330427 .102° £7x6 + 1,788014539 .10 £8x8 +
3,670330426.102°¢7 + 3,533894806.10%1 £ - 1,788014541.10%9¢% +
2,062859460.10%2 5 +  3,426843796.10%2 £2 x2 4+ 5,586613630.10%2 §* x2 +
2,649703323.1022 £5 x> + 6,613512625.1022 &% x2 4 1,101099129.10%1 §7 x2 +
7,301013353.10%! £° x2 4+ 3,590774413.10%* &* x* + 1,101099125.1021 §7 x* +
5,868438581.1021 €5 x* + 4,000342261.10%! £° x* 4+ 7,152058156.10° £8 x2 +
2,332237305.102° £6 x6 4+ 1,072808721.102° &8 x* 4+ 7,152058152 .10 £ x6 +

1,600000000.102° ) (78)
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3.4 Método de Palma, Martinez e Silva

Pode-se representar a Funcdo de Alargamento Doppler através de uma equagao
diferencial (CAMPOS & MARTINEZ,1987), conforme na equacgéo abaixo.

21/;(9265)+ fz at,b(xf) %z(xzfz + 52 +2)lp(x,f) = %2 (79)

Cujas condigdes inicias sao:

P Olo = tho = Lexp (£) 1 - erf (5] (80)
M im0 =0 (81)

Sabe-se que a solucdo geral de uma equacéo diferencial € constituida da soma da
solucgéo da parte homogénea com a solucdo particular.

Utiliza-se entdo o método de Frobénius (Palma et al. 2005) que consiste em procurar
uma solucdo para a parte homogénea utilizando um série em torno do ponto x = x,. Tal

série se chama Série de Laurent e pode ser escrita da seguinte forma:

Un(x,§) = Lpo cnx™ (82)

Consegue-se demonstrar que:

Yr(x,§) = e<_#> [h1 P10, 8) + Ky P2(x,8) ] (83)
Yu(x, &) = e<_¥> [k, cos (52 )+ k, sin (62 )] (84)
—iEFE sin (£2 (-2 ix - § i€+ ¢
Yp(x, §) = sm( ) 4 [erf (T) + erf (T) ] +
£ s (£2) o el [erf (E25) 4 erf (B25) 4 erf (9)] (5)
erf (=) = a + bi (86)
erf (%) =a+ bi (87)
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Sendo a = —a e b = b as variaveis auxiliares.

- 2 _fz(xz—l)
Fes(@) =g ®
EVm . (&% (—752&2_1))
v Sin (T) e 4 = Cz (89)
Desta forma, a fungdo pode ser escrita como se segue:
V(x,&) = C,(2+a+bi—a— bi)—iCy(a+bi+a+ bi) (90)

Vale lembrar que a = —a e b = b e, assim, chega-se a conclusdo que a parte
imaginaria da funcdo de alargamento doppler é nula. Pode-se, com isso, simplificar mais o

resultado:

P(x, &) = 2[C,(1+Re E(x,8)) + C, ImE(x,8))] (91)

Onde temos que:

E(x, &) =erf (?) (92)

Pode-se ainda escrever a solucdo da seguinte forma (PALMA et al., 2007):

Y(x, &) = exp[ = (x?— 1)] cos (E ) {1 + Re erf(lsx g) +
tan (%) tmerf (¥55)} (93)

Essa expressdo é valida para quaisquer faixas de valores em que a expressdo de
Bethe-Placzek seja valida. Sera expressao de referéncia neste trabalho.

E o método mais largamente utilizado dado ser um método muito rapido
respondendo as necessidades de calculos no dia-a-dia, pagando-se o pre¢o de ser um método

ndo tao preciso.
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3.5 Método da Transformada de Fourier

E possivel descrever a fungio de alargamento Doppler, 1 (x, &), utilizando-se analise
de Fourier(GONCALVES, 2010).
Pode-se aplicar uma mudanca de variavel na expresséo de Bethe-Placzek da seguinte

forma: u = % (x —y). Logo, escreve a funcdo de alargamento da seguinte maneira

pED) =10 ol (94)

© 1+(x—2%)
Matematicamente, a equacdo (94) pode ser interpretada como sendo a convolugao

da funcéo lorentziana com uma fungéo gaussiana.

A funcdo lorentziana € a seguinte:

fx—w) = w25 (95)

Ja a funcdo gaussiana é dada por:

2

g == (96)

Desta forma a equacao (94) foi obtida pela seguinte formulacao:

PEX) =frg= [0 gflx —wdu = FHFF IO} (97)

A partir disso, pode-se através da transformada cosseno de Fourier escrever:

flx—u) = fooo e ™’ cos [(x -2 ?) W] dw (98)

Substituindo-se (98) em (97), vem:

+ 00 o _ .2 u
frg= f_oo g(w) fo e™" cos [(x— ZE)W] dw du (99)
A integral pode ser escrita, segundo as propriedades da convolucdo da seguinte
maneira:
+o0 _ 2 o u
frg=[_e™" fo g(u) cos [(x — ZE) W] dudw (100)
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Seja:
I(w) = \/iﬁffooo e " cos [(x - 2?) W] du
Desta forma:

fxg= fjozo e I(w) dw
Simplificando a expresséao (97), chega-se a:

I(w) = \/%cos(xw) ffooo e ™" cos [(x -2 ?) w] du

Finalmente, pode-se escrever:

w2

Y x) = fooo e & " cos(xw) dw

(101)

(102)

(103)

(104)
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4 — CALCULO DE ¥(§,x) USANDO O METODO DE EULER-MACLAURIN

A expresséo de alargamento doppler completa, como todas as outras aproximacdes
vistas neste trabalho apresentam uma integral que deve ser resolvida numericamente. Um
método que se mostra bastante apropriado é o de Euler-Maclaurin, o qual sera sucintamente
explicado nas proximas linhas.

O método de Euler-Maclaurin € um método baseado em séries numéricas e utiliza

os nimeros de Bernoulli em suas formula, sendo um método extremamente acurado, o que
poderé ser observado nos resultados. A seguir é apresentada uma fundamentacdo deste

método.

4.1 Fundamentacao Tedrica do Método de Euler-Maclaurin.

Segundo Euler Maclaurin (RABINOWITZ, P. et al., 1975), uma integral pode ser

escrita da seguinte forma:

b F(a)+F(b hZkp,
[} FGdx = n|[M2EO 4 3t F(a + kh) — $F- Pk [Pk (p)

F@=D (a)] - R (105)
Onde R é o erro e Bok sdo os chamados numeros de Bernoulli.
Os numeros de Bernoulli, sdo obtidos pela seguinte funcdo geradora
(RABINOWITZ, P. etal., 1975):

= T (106)

E feita uma expansdo do termo a esquerda e os coeficientes sdo igualados como
somatorio da direita sendo obtido destes coeficientes os numeros de Bernoulli, que na
formula aparecem como By.

A tabela abaixo apresenta 0s primeiros nimeros de Bernoulli:

Tabela 5 — Primeiros Ntmeros de Bernoulli ( SUESCUN-DIAZ, et all. 2013)

B,=1/6 Ba=1/30 By=7/6 Bin=174.611/330
B:=1/30 B =5/66 Bg=3.617/510 By, =854.513/138
B; =142 Bg=691/2730 By =43.867798 Byz=236.364.091/2730
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Como o método € extremamente preciso, apenas um nimero de Bernoulli satisfaz os
requisitos numéricos no que diz respeito a obter baixissimos erros. E, entdo, pode-se

escrever a expressao com apenas um nimero de Bernoulli, da seguinte maneira:

[PF@dx = R[S 4 St Fa+ khy -2 [FO®) - FO @] - R (107)

Desta forma, temos um método eficiente e simples, que pode ser implementado em
qualquer linguagem para obter 0s resultados necessarios.

Para nossos calculos, utilizaremos uma representacdo mais adequada da funcéo
Y(&,x), que pode-se chegar através de mudancas de variaveis (Gongalves, 2010), desta

forma teremos a seguinte funcao:

—u?

Fx)= —

1+(x—2%)

(108)

Os seguintes dados de entrada foram utilizados na programacéo da equagéo (96):
- h =0.02, este € 0 passo do método.

- a=-40 e b = 40. Que sdo os limites superiores e inferiores da integral.
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4.2 Célculo das Secdes de Choque Microscopica do UZ8, Th?32 e pu24

Nas se¢Oes anteriores, foram apresentados diversos métodos para célculo da funcéo
de alargamento doppler (¢, x), nesta secdo, sera apresentado, de forma sucinta, o
embasamento matematico utilizado para o célculo de se¢des de choque.

Este célculo é bastante simples, aproveitamos os valores calculados para a fungéo
Y (&, x), que foi explicado na secdo anterior e multiplicamos por alguns termos e obtemos a

secdo de choque, conforme vé-se na formula abaixo:

5= 0,2 (%) pign (109)

' \E

Todavia, dependendo do método a funcdo (¢&,x) é diferente. Por isso, abaixo

apresentaremos as expressoes utilizadas para os 3 métodos de calculo.

Método de Referéncia:

= () e[ 2 0]eos(2) 1+ et (459

E

tan (ngx) Imerf (?)} (110)
Método de Padé:

5= 0,2 (1) "0 12

Onde F(x, &) e G(x,¢é) sdo as funcbes dadas pelas equacdes (77) e (78),

respectivamente.

Método de Euler-Maclaurin:

ry, 12 4

5, = 0,-2(%2) = {n[MEO 4 S0t Fa + kh) —% [FO®) - FO @]} (113)

Onde a funcdo F(x) € dada pela equacao (108).
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5 - RESULTADOS

Este capitulo traz a apresentacdo de resultados obtidos computacionalmente das
expressdes de interesse que foram apresentadas nos capitulos que antecedem a este.

5.1 Apresentacéo de Resultado

As préximas secBes sdo organizadas da seguinte forma; Na subsecdo 5.2, ha a
apresentacdo do método de referéncia. Na secdo que se segue, subsecdo 5.3, sdo
apresentados os resultados do calculo da funcao (¢, x) pelo método de Padé. Na subsecédo
5.4, sdo apresentados os resultados para 0 método proposto de Euler-Maclaurin. Em todas
essas secOes ha graficos da funcdo (&, x) e, no caso das subsecfes com os métodos de
Padé e Euler-Maclaurin, ha graficos de erros relativo ao método de referéncia. Por altimo,
na subsecdo 5.5 e suas subsec¢des ha os calculos de secdes de choque.

5.2 Apresentacdo do Resultado utilizando o método de referéncia.

Como foi dito em secdo anterior, 0 método de referéncia é o metodo de Palma,
Martinez e Silva. Um algoritmo computacional foi implementado para calcular a funcéo de
alargamento Doppler através desse método e abaixo temos um gréafico tridimensional, onde

no eixo z estdo os valores da funcéo e nos eixos X e y, respectivamente os valores de x e &,
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Figura 6 — Grafico de y (&, x) para o método de Referéncia.

A respeito do grafico, pode-se inferir que quando se caminha no eixo de &, no sentido
do aumento deste, que corresponde ao aumento de temperatura, observa-se o alargamento
do gréfico no plano x-yr. Desta forma, o grafico em trés dimensdes permite ver como
acontece esse alargamento ao mesmo tempo que se observa a variacdo de outros
parametros.

Como foi dito, este tipo grafico é muito uatil para ter uma nocdo geral do
comportamento, todavia para ser mais especificos e conseguir comparar com outros

métodos se mostra muito necessaria uma tabela de valores, € 0 que se segue.
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Tabela 6 — Tabela com os valores de (&, x) para o método de Referéncia
E\x |0 1.0 2.0 5.0 10 20 40
0.10 0.083836 | 0.083638 | 0.083047 | 0.079028 | 0.066226 | 0.032906 | 0.002622
0.20 0.158893 | 0.157479 | 0.153314 | 0.127189 | 0.066143 | 0.007126 | 0.000695
0.30 0.226236 | 0.221973 | 0.209683 | 0.141537 | 0.038814 | 0.003139 | 0.000653
0.40 0.286790 | 0.277757 | 0.252449 | 0.132279 | 0.021103 | 0.002773 | 0.000640
0.50 0.341351 | 0.325575 | 0.282856 | 0.112691 | 0.014461 | 0.002660 | 0.000634

5.3 Apresentacao do Resultado utilizando o Método de Padé.

Da mesma forma que foi feito para o método de referéncia na secdo anterior,

podemos plotar um grafico para o Método de Padé, é o0 que se segue:

Wi, x)

o © o o

— (=] (S 2
Tl
lllll 11l

ot o
fe] —
\lllITllllTllllTllllTllll

-40

Figura 7 — Grafico da funcédo y (&, x) para o método de Padé
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Novamente, se faz necessario a apresentacéo de uma tabela:
Tabela 7- Valores da funcdo (&, x) para o método de Padé
E\x |0 1.0 2.0 5.0 10 20 40
0.10 0.083836 | 0.083638 | 0.083047 | 0.079028 | 0.066226 | 0.032906 | 0.002622
0.20 0.158893 | 0.157479 | 0.153314 | 0.127189 | 0.066093 | 0.007326 | 0.000647
0.30 0.226237 | 0.221973 | 0.209683 | 0.141519 | 0.038851 | 0.003061 | 0.000646
0.40 0.286790 | 0.277757 | 0.252445 | 0.132211 | 0.021413 | 0.002685 | 0.000640
0.50 0.341351 | 0.325574 | 0.282850 | 0.112634 | 0.014592 | 0.002620 | 0.000635

Pode-se calcular o erro relativo ao método de referéncia e gerar um grafico

tridimensional para observa-lo.

¢] Erro (%)

Figura 8 — Grafico de erro relativo entre 0 método de Padé e o de Referéncia
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5.4 Apresentacdo do Resultado utilizando o Método de Euler Maclaurin

Para o método de Euler-Maclaurin, o gréfico é o que se segue:

=]
s
T

111

0.25—

© o o
— e N

lJ‘T
TIHIIIIH i

o
=
wn

Sl

-40

w(E x)

Figura 9 — Grafico da y (&, x) pelo método proposto de Euler-Maclaurin.

Tabela 8- Valores da fungdo ¥ (&, x) pelo método proposto de Euler-Maclaurin

E\ x |0 1.0 2.0 5.0 10 20 40

0.10 0.083830 | 0.083627 | 0.083035 | 0.079023 | 0.066222 | 0.032901 | 0.002621
0.20 0.158892 | 0.157478 | 0.153314 | 0.127188 | 0.066143 | 0.007126 | 0.000695
0.30 0.226236 | 0.221973 | 0.209683 | 0.141537 | 0.038813 | 0.003139 | 0.000653
0.40 0.286790 | 0.277756 | 0.252449 | 0.132279 | 0.021103 | 0.002773 | 0.000640
0.50 0.341350 | 0.325574 | 0.282856 | 0.112691 | 0.014461 | 0.002660 | 0.000634
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O erro com o método de referéncia e exibido no gréfico abaixo:

Figura 10 — Gréfico de erro relativo entre 0 método de Referéncia e o de Euler-Maclaurin

Se o gréafico acima for tomado nas regides onde & é muito pequeno, pode-se analisar o
comportamento dos picos de erros, conforme figura abaixo. Nela, se nota que esses picos
apresentam comportamento periddicos a cada 10 unidades no eixo que representa a grandeza

X. Sendo esses picos alternados em valor algébrico, mas de mesmo modulo.
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Figura 11 — Comportamento Periddico do Erro Relativo

5.5 Calculos de Secdes de Choque

No capitulo 5, a metodologia matematica utilizada para o calculo da secdo de

choque. Desta maneira, nesta secdo, exibiremos os resultados da aplicacdo daquela

metodologia para cada is6topo proposto. Isto sera feita nas proximas subsecoes.

Os dados nucleares utilizados para os calculos que se seguem sao 0s seguintes:

Tabela 9 — Dados Nucleares para calculos de se¢fes de choque. Fonte: JENDL — 3.2

Isétopo Eo(eV) [ (eV) L, (eV) 13 Temperatura (K)
uzse 6,67 0,0015 0,0230 0,20 1500
Th?32 23,43 0,0039 0,0261 0,13 1500
Pu?4 20,45 0,0027 0,0322 0,17 1500
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5.5.1 Secdes de Choque do UZ8,

Tais resultados serdo exibidos em uma tabela na qual cada método teré sua coluna e

as linhas mostram os resultados para cada valor em x, conforme se observa abaixo:

Tabela 10 — Se¢des de Choque se Captura (em barns) para o U%®

Método de| Euler Método de
X Referéncia | Maclaurin Padé
-40 68.12999036 | 68.12999135 | 68.16500101
-36 83.89440643 | 83.89440613 | 83.75796893
-32 106.1773036 | 106.1773028 | 105.6040398
-28 139.2615657 | 139.2615667 | 137.6188922
-24 191.7885931 | 191.7885945 | 187.6320669
-20 283.8736752 | 283.8736754 | 274.6890464
-16 476.6971950 | 476.6971929 | 464.9327782
-12 1106.229305 | 1106.229302 | 1123.510169
-8 4599.996936 | 4599.996930 | 4612.531227
-4 17229.22351 | 17229.22359 | 17226.11387
0 28161.76494 | 28161.76509 | 28161.76876
4 16983.20955 | 16983.20953 | 16980.14431
8 4469.542632 | 4469.542625 | 4481.721453
12 1059.490343 | 1059.490349 | 1076.041080
16 450.0211885 | 450.0211867 | 438.9151091
20 264.1457357 | 264.1457362 | 255.5993971
24 175.8961451 | 175.8961464 | 172.0840470
28 125.8821496 | 125.8821502 | 124.3972942
32 94.59004647 | 94.59004573 | 94.07934359
38 73.65570542 | 73.65570510 | 73.53591914
40 58.94504488 | 58.94504575 | 58.97533559
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Essas se¢des de choque foram plotadas para cada método em um gréfico de secédo de
choque por x. O gréfico gerado foi o seguinte:
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40
Figura 12 — Seces de Choque do U para cada um dos trés métodos apresentados.

Na figura acima, h4, em verdade, 3 graficos: um vermelho para a referéncia, um
preto para 0 método de Padé e um verde para o método de Euler-Maclaurin. Como os

métodos apresentam pouca discrepancia nesta escala que o grafico acima foi exibido, as
curvas se sobrepdem, e ndo € possivel ver a diferenca entre elas

Além de plotar as se¢bes de choque, pode-se estudar os erros de cada método

relativos ao método de referéncia. Esses erros, que, naturalmente, sdo expressos em
porcentagem, passam a ser exibidos abaixo por meio de gréaficos. Primeiramente, um gréafico

para o erro relativo de Padé e depois um gréafico para o erro relativo de Euler-Maclaurin.

38



Erra (%)

\ il
[\ "

| I

A [

[ 1 || |

o]

| II I| |

[ [

1 |I
[ [
= | § ! | =
I T T N I T N e T | N T T N 1
=40 =30 =20 | -10 0 10 | 20 30 40
| | |7
\ | | /
\ | 14 I /
I".I | || |
I
IIII | B 2 ] | I
I'.I f II I.'I
II I II
|III II II|
I'. | II'
III - 3 T II |I
KJ' th

Figura 13 — Erro relativo entre o método de Padé e o de Referéncia
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5.5.2 Secdes de Choque do Th%2,

Os resultados para o Th?? apresentados no mesmo formato dos resultados da se¢io

anterior sdo 0s seguintes:

Tabela 11 — SegBes de Choque se Captura (em barns) para o Th??

Método de| Euler de Euler

X Referéncia | Padé Maclaurin

-40 12.83851398 | 13.02335035 | 12.83851396
-36 21.00495376 | 22.06041093 | 21.00495373
-32 39.28848917 | 41.05455291 | 39.28848916
-28 78.96998034 | 80.56502054 | 78.96998035
-24 157.8786969 | 158.3117054 | 157.8786970
-20 296.8196638 | 296.2350313 | 296.8196652
-16 508.2893187 | 507.7516393 | 508.2893192
-12 779.7500392 | 779.6391323 | 779.7500423
-8 1062.476142 | 1062.484006 | 1062.476144
-4 1280.291342 | 1280.292236 | 1280.291350
0 1361.518507 | 1361.518501 | 1361.518508
4 1277.016934 | 1277.017827 | 1277.016938
8 1057.048387 | 1057.056211 | 1057.048390
12 773.71824774 | 773.6724183 | 773.7824792
16 503.1091649 | 502.5769650 | 503.1091659
20 293.0431784 | 292.4659842 | 293.0431789
24 155.4712568 | 155.8976625 | 155.4712573
28 77.56684866 | 79.13354831 | 77.56684871
32 38.49168166 | 40.22192796 | 38.49168167
38 20.52629704 | 21.55770265 | 20.52629705
40 12.51384665 | 12.69400878 | 12.51384662

40



@, (barns) a - 1 - Referéncia
¢ i <
12004 - Padé .
i | - Euler- Maclaurin
4 4 L
4
{1000 }
! Il
I i lll.
! 800 !
.ll t
I| -1 N
' 'I.
/ 600 - -
! 1
/ _ )
[} '.1
!
, 400 |
.-"; i A
/ 200 H b
a” "I"-\.
p 1 ",
e - e,
240 -30  -20 -10 O 10 20 30 40
X

I 5] Emo (%) N

III\ 'Jlll
I N ) N ) = ) N N ) - ) N ) N 1
40 -30 Csa -10 O 10 e 30 40
X

Figura 16 — Erro relativo entre os métodos de Padé e o de Referéncia para o Th??



Erro relativo Euler e referéncia.

I Ex*”'T'E‘rrTT T
Iy
s

-3 w1077 A

Figura 17 — Erro relativo entre Euler-Maclaurin e Referéncia para o Th?%2

Erro (%)

1.%x10°7 o

-1.x10°7

Figura 18 — Erro relativo entre os Euler-Maclaurin e Referéncia para o Th?32 (X > 0)

42



5.5.3 Secdes de Choque do Pu?*,

Para o Plutonio os seguintes resultados foram encontrados, no mesmo formato das

secOes anteriores:

Tabela 12 — Se¢des de Choque de Captura (em barns) para o Pu?4°

Método de| Euler de Método de

X Referéncia | Padé Euler-
Maclaurin.

-40 6.855422326 | 6.260352187 | 6.855422245
-36 8.998551357 | 8.454370578 | 8.998551424
-32 12.97804727 | 12.87803233 | 12.97804719
-28 22.25657268 | 23.09692961 | 22.25657264
-24 46.96620347 | 48.59224499 | 46.96620339
-20 110.6073826 | 111.6318515 | 110.6073826
-16 251.2853790 | 250.9322424 | 251.2853790
-12 500.1675775 | 499.7247816 | 500.1675763
-8 832.6950127 | 832.6581352 | 832.6950130
-4 1136.121059 | 1136.122797 | 1136.121059
0 1259.643349 | 1259.643345 | 1259.643347
4 1132.249842 | 1132.251575 | 1132.249844
8 827.0299691 | 826.9933418 | 827.0299685
12 495.0720118 | 494.6337270 | 495.0720108
16 247.8777303 | 247.5293824 | 247.8777298
20 108.7355911 | 109.7427230 | 108.7355910
24 46.01402249 | 47.60709806 | 46.01402240
28 21.73101272 | 22.55152572 | 21.73101268
32 12.62838233 | 12.53106207 | 12.62838228
38 8.726244636 | 8.198531405 | 8.726244703
40 6.625293184 | 6.050198913 | 6.625293111
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Figura 21 — Erro relativo entre os Euler-Maclaurin e Referéncia para o Pu?#
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6 - CONCLUSAO E PERSPECTVAS FUTURAS.

Notou-se, nos célculos da funcéo de alargamento Doppler, uma diferenga nitida entre
0 método de Padé e o método proposto. Utilizando-se Padé encontrou-se um erro maximo
de 8%, j&, quando o método foi o de Euler-Maclaurin, o erro foi reduzido a 0.06%.

Ja nos célculos de secdes de choque de captura, novamente o erro relativo no Método
de Euler foi muito pequeno, tendo o erro maximo variando perto de 10~7% nos diferentes
is6topos enquanto o de Padé chegava a erros relativos da ordem de 5%.

Frente ao exposto, o trabalho atingiu seu objetivo ao demonstrar que a solugéo por
meio do método de Euler-Maclaurin gerou resultados muito acurados para os célculos da
Funcgéo de Alargamento Doppler e das secdes de choque de captura.

Assim pretende-se, de futuro, utiliz-lo onde necessite-se de célculos da funcéo
Y(x,¢), a exemplos dos calculos de outras funcdes que dependem da Funcdo de
Alargamento Doppler, como as citadas na introdugéo do trabalho, integrais de ressonancia,
fatores de auto-blindagem.

O estudo de tempo computacional em todos os calculos realizados também é
interessante como perspectiva futura, pois a vantagem de Euler-Maclaurin consiste na
potencial rapidez computacional sem perda de precisdo. Este fato € consequéncia deste ndo
ser um metodo de integracdo numérica iterativo, mas contando apenas com somas

reduzindo-se muito o nimero de operagoes.
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