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Resumo do Projeto de Graduagao apresentado a Escola Politécnica/ UFRJ como

parte dos requisitos necessarios para a obtencao do grau de Engenheiro Nuclear.
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Neste projeto, foi analisado um método numérico para a solu¢ao do problema
da cinética pontual inversa. O método estudado ¢ proposto por Malmir e Vosoughi
[1] e esta baseado no método de Lagrange. A aplicacao do método permite a elimi-
nacao da dependéncia do histérico de poténcia nuclear para a solugao das equacoes
da cinética pontual inversa. As férmulas de trés e cinco pontos de Lagrange foram
utilizadas para o calculo da reatividade e uma anélise comparativa foi feita entre
os resultados obtidos pelo método de Lagrange e aqueles obtidos pela solucao de
referéncia a fim de se testar a validade desse novo método. Além disso, foi rea-
lizado um estudo do desempenho do método de Lagrange em comparacao a dois
outros métodos numéricos, o método do historico de poténcia e o método das deri-
vadas proposto por Suescun [2]. Os resultados obtidos demonstram a acuracia do
método de Lagrange mesmo para passos tempo computacionais superiores a 1.0 s,
no caso de transientes lentos (grande periodos do reator), apresentando um tempo

computacional satisfatorio de 0.1 s para quase todos os casos estudados.
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CALCULATION OF INVERSE POINT KINETICS
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In this project, a numerical method for the solution of the inverse point kinetics
problem was analysed. The method studied is proposed by Malmir and Vosoughi
[1] and is based on the Lagrange method. The application of the method allows the
elimination of the nuclear power history dependence for the solution of the inverse
point kinetics equations. The three and five point Lagrange formulas were used to
calculate the reactivity and a comparative analysis was made between the results
obtained by the Lagrange method and those obtained by the reference solution in
order to test the validity of this new method. In addition, a study of the performance
of the Lagrange method in comparison with two other numerical methods, the power
history method and the derivatives method proposed by Suesctn [2], was performed.
The results obtained demonstrate the accuracy of the Lagrange method even for
computational time steps higher than 1.0 s, in the case of slow transients (large
reactor periods), presenting a satisfactory computational time of 0.1 s for almost all

cases studied.
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Capitulo 1

Introducao

O processo de geragao de energia de origem nuclear estd baseado na colisao de um
nicleo instavel por uma particula que geralmente é um néutron. Esse processo é
conhecido como fissao nuclear. A partir desse processo de fissao serao formados dois
nicleos mais leves (produtos de fissdao) e serdo emitidos alguns néutrons. Alguns
desses néutrons produzidos serao entao responsaveis pela fissao de outros niicleos,
gerando assim uma reagao em cadeia [3].

Para a garantia da seguranca de um reator nuclear é necessario manter controlada
a liberacao de energia. Para isso, serd preciso assegurar que o numero de fissoes
produzidas seja mantido constante, ou seja, manter controlada a reacao em cadeia.
Na teoria da cinética de reatores, o fator de multiplicacao efetivo k.s¢ representa a
relacao entre o total de néutrons em um geragao e o total de néutrons na geragao
imediatamente anterior. Um outro parametro muito importante para a cinética de
reatores e que é obtido a partir do fator de multiplicacao efetivo é a reatividade
p. Esse parametro p representa o desvio do fator de multiplicacao efetivo k.¢; da
unidade, ou seja, quando o numero de fissoes é constante. Qualquer desvio dessa
condicao terda como consequéncia uma alteragao na populagao neutronica que nao
se mantera constante com o tempo e consequentemente o nivel de poténcia também
se alterara [2].

A monitoragao da reatividade, p, é assim essencial para o controle da poténcia
nuclear e consequentemente da distribui¢ao de temperatura no reator. Existem trés
tipos de técnicas para a medicao da reatividade em um reator nuclear: estéatica,
dindmica e cinética [2]. Durante a partida do reator, a técnica da cinética inversa é
largamente utilizada para a estimativa da reatividade durante a partida do reator.
A estimativa da reatividade por essa técnica esta baseada na solucao da equagao da
cinética pontual inversa [2].

Durante os testes fisicos realizados na partida do reator, é necessario a medicao da
reatividade. Um programa computacional baseado na técnica da cinética inversa é

entao utilizado para a estimativa da reatividade. Na bibliografia existente, a maioria



dos métodos numéricos utilizados para essa estimativa da reatividade esta baseada
na discretizacao da integral presente na equacao da cinética pontual inversa, esta
integral ¢ mais conhecida como histérico de poténcia. A obtencao da reatividade
por esses métodos é entao realizada de forma recursiva e continua, ou seja, o valor
da reatividade é obtido a partir dos valores anteriores e atual da poténcia nuclear
[2].

Neste trabalho, foi estudado um método numérico para a solucao da cinética
pontual inversa utilizando o método polinomial de Lagrange, conforme proposto
por Malmir e Vosoughi [I]. A aplicagao desse método permite um célculo conti-
nuo da reatividade, sem a necessidade da estimativa do historico de poténcia [IJ.
As férmulas de trés e cinco pontos de Lagrange sao empregados para o céalculo da
reatividade e os resultados sao comparados a solucao analitica de referéncia. Es-
sas formulas foram testadas para diferentes funcoes de poténcia nuclear e diferentes
passos de tempo computacionais. Além disso, foi realizado um estudo comparativo
do desempenho do método de Lagrange em comparacao a outros dois métodos nu-
méricos, a saber, o método do histérico de poténcia e o método das derivadas de
Suescun.

A organizacao dos proximos capitulos é realizada da seguinte forma: No capitulo
2 é realizada uma revisao bibliografica onde serao apresentados alguns parametros
bésicos da teoria da cinética de reatores. Além disso, neste capitulo, serao obtidas
as equacoes da cinética pontual, a partir de aproximagoes realizadas na equagao da
difusao de néutrons, e seré derivada a equagao da cinética pontual inversa.

No capitulo 3 sao apresentados os diferentes métodos numéricos estudados neste
trabalho, a saber, o método de Lagrange, o método do histérico de poténcia e o
método das derivadas de Suesctun para a determinacao da reatividade pelo método
da cinética pontual inversa.

No capitulo 4, apresentam-se os resultados obtidos pela aplicagao dos métodos
expostos no capitulos 3. Os resultados estao divididos em duas partes. Em um
primeiro tempo, sera realizado um estudo para a validagao do método numérico de
Lagrange e em um segundo tempo, seré realizado uma anélise comparativa entre os
métodos numéricos a fim de se compreender as vantagens e limitagoes da aplicagao
desses métodos.

No capitulo 5 serao apresentadas as conclusoes e perspectivas deste projeto.



Capitulo 2

Revisao Bibliografica

2.1 Formalismo da Cinética de Reatores

Para o estudo e concepcao de reatores nucleares ¢ essencial o monitoramento
do comportamento temporal da polugao neutronica no nicleo do reator que é
induzido por alteragoes no fator de multiplicacao do reator. O estudo desse topico

¢ denominado cinética de reatores nucleares [4).

A reatividade é um dos parametros mais importantes para a cinética de reatores
nucleares. Ela expressa o desvio da condigao de criticalidade do reator. O controle
e medicao desse parametro ¢ de suma importancia para a operagao e seguranga do

reator [2].

Existe uma variedade de técnicas que podem ser utilizadas para a determinacao

da reatividade. Estas técnicas podem ser divididas em estética, dindmicas e cinética

2.

e Técnica estatica: Nessa técnica, uma variacao de reatividade é medida por
meio de uma compensagao que ja seja conhecida da reatividade, sendo mantida

constante a poténcia do reator [2].

e Técnica dindmica: Nessa técnica, nao é necessario a aplicacao de nenhuma
compensacgao. A reatividade é determinada através da medida de algum outro
parametro como por exemplo: por meio da equacao "inhour", pela determinacao
dos periodos estaveis ou assintoticos dessa equagao. Existem ainda outros métodos
dindmicos como por exemplo: retirada abrupta da fonte, oscilacao da barra de

controle, queda da barra de controle e etc [2].



e Técnica cinética: Essa técnica é a empregada neste trabalho para o célculo
da reatividade em tempo real. Por meio dessa técnica é possivel calcular o valor da
reatividade em tempo real, mesmo no caso de serem realizadas mudangas constantes
na reatividade. Para esse caso, o calculo da reatividade é determinado através da
analise da variagao de poténcia do reator, utilizando-se a equagao da cinética pontual

inversa [2].

2.1.1 Parametros de Interesse na Cinética de Reatores

A cinética pontual descreve a evolucao temporal da populagdo neutrdnica. A
populacao de néutrons nao é contudo homogénea, podendo ser dividia em trés
grupos de acordo com a sua origem. E importante assim se especificar cada grupo

e descrever as suas propriedades cinéticas [3].

E possivel definir os dois primeiros grupos como o conjunto de néutrons que sao
criados pela fissao do nucleo fissil que é induzida pela colisao de um outro néutron.
O conjunto de néutrons do terceiro grupo sao definidos como os néutrons emitidos

espontaneamente por uma eventual fonte de néutrons [3].

De uma maneira geral, os trés grupos podem entao ser diferenciados como [3]:

e Néutrons prontos: Grupo de néutrons emitidos imediatamente apos a fissao,

e Néutrons atrasados: Sao néutrons que também sao produzidos apoés a fissao,

porém apdOs um certo tempo,

e Néutrons oriundos de uma fonte: Além dos dois grupos definidos anteriormente
cujos os néutrons sao produzidos a partir da fissao induzida, existem ainda os

néutrons que sao gerados por uma fonte de néutrons.
Tempo médio de vida dos néutrons prontos - 1

Apo6s a fissao de um niicleo fissil no reator os néutrons sao emitidos em menos de
10~ 5. Um vez que esse tempo entre a fissdo e a emissao do néutron ¢ muito curto
em comparacao aos outros fenémenos cinéticos que ocorre no reator, esses néutrons
emitidos serdo chamados de néutrons prontos [3].

Esses néutrons emitidos instantaneamente apos a fissao, sao emitidos com uma
energia relativamente alta, da ordem de 1 MeV e sao portanto classificados como
néutrons rapidos. Apods o nascimento desses néutrons rapidos no reator, eles serao

desacelerados, processo conhecido como "moderagao", até que eles alcancem uma



energia correspondente ao equilibrio térmico do sistema, a energia térmica de

aproximadamente 0.025 eV [3].

A distancia percorrida pelo néutron durante a moderagao é relativamente longa,
embora o tempo de moderagao do néutron seja curto, [107° s, 107* s]. Apés a sua
moderagao, o néutron seré difundido no reator e devido a sua baixa velocidade
o tempo de difusao serd mais longo em comparacao ao tempo de moderacao. A
distancia percorrida entre o nascimento do néutron e a sua absorcao é conhecida

como comprimento de difusao L [3].

Em um meio infinito, a vida média do néutron [, é definida utilizando-se a
velocidade média do néutron v e o livre caminho médio de absor¢ao no reator, A,.

A vida média do néutron [, é definida da seguinte forma [3]:

A 1
looz—a:

v vy,

(2.1)

Sendo ¥, a secao de choque macroscopica de absorcao.

Em um meio finito essa vida média decresce devido aos néutrons que podem ser
perdidos pela fuga durante a moderacao e difusao. Assim, para obter a vida média
em um meio finito, sera utilizado a vida média do néutron em um meio infinito, /o,
e o termo que caracteriza essa probabilidade de nao-fuga do sistema. Esse termo é
definido por meio da seguinte expressao: (1 + B§L2). Assim, a expressao da vida

média do néutron em um meio finito [ é descrita como:

Aa lso 1
—_ —-— pummy . 2.2
l v (1+B2L?)  vX,(1+ B2L?) (2.2)

Precursores de Néutrons Atrasados

Como dito anteriormente, apos a fissao sao emitidos nao apenas néutrons instan-
taneamente, néutrons prontos, mas também ha uma pequena fracao de néutrons que
¢ emitida com um pequeno retardo. Esse conjunto de néutrons é conhecido como
néutrons retardados ou atrasados e desempenham um papel muito importante para
a operacao e controle do reator. A origem desses néutrons atrasados esta no decai-
mento radioativo de alguns produtos de fissao, produzidos apos a fissao do ntucleo

fissil. Cada decaimento é definido por uma constante de decaimento \; que indica o



tempo entre o surgimento do produto de fissao, conhecido como precursor e a emis-
sao do néutron. Assim, cada precursor terd um tempo médio especifico de atraso
para a emissao do néutron. Esses diferentes precursores de néutrons atrasados serao
entao agrupados em 6 grupos ou familias diferentes, de acordo com a constante de
decaimento.

Sendo a fracao de néutrons atrasados dada por:

p= Zﬂi : (2.3)

=1

Sendo (; a fragao efetiva do i-ésimo grupo de néutrons atrasados.

A partir da constante de decaimento A; é possivel se obter a meia vida T/, de
cada grupo de precursores. O tempo de emissao t; que define o tempo médio entre

a fissdo e emissao de um néutron atrasado é obtido a partir da meia vida 775 [3]:

1 Ty
ti=—=—-, 2.4
é possivel definir um tempo total médio de emissao t,, utilizando-se o tempo de

emissao de cada grupo t; e a fragdo de néutrons atrasados 3; [3]:

6
b = 1 > Biti . (2.5)
B =1

A vida média de um néutron de fissao [* pode ser obtida, a partir da vida média
[ da fragao de néutrons prontos (1-3) e o tempo de vida média (¢,, +1) da fracao de

néutrons atrasados 5 [3] ,

UF=1-=08)l+pB(tm+1) =1+ Bty = bt . (2.6)

Constata-se que o tempo de vida média de um néutron de fissao [* é da ordem
de 0,1 s, um fator que ¢ 10? & 10° maior que a vida média de um néutron pronto
[. Essa particularidade garante que o reator seja controlavel. Observa-se assim a
importancia da fracao de néutrons atrasados que mesmo pequena desempenha um

papel muito importante para o comportamento cinético do reator [3].
Reatividade e criticalidade

Durante a operagao do reator, uma parte dos néutrons (prontos e atrasados)



produzidos sera responsavel por fissionar outros ntcleos fisseis e assim é produzida
uma reacgao em cadeia. A fim de se garantir a seguranca e controlabilidade do reator
é necessario que essa reagao em cadeia seja controlada, o que significa assegurar

que a populacao neutronica se mantenha constante entre geragoes.

O fator de multiplicacao efetivo k.rs pode ser definido como a relagao entre o
namero total de néutrons em uma geracao (V;) e o de uma gerac¢ao imediatamente

anterior (IV;_p), considerando um nicleo de reator finito e a existéncia de fugas,

N;
Ni1

A partir do fator de multiplicagao efetivo k.sy é possivel se definir uma outra

kepy = (2.7)

grandeza chamada reatividade p. Essa grandeza representa o desvio da situacao de

criticalidade do sistema.
k:eff - 1

kery

® kg < 1 =p < 0: o reator é considerado subcritico, ou seja, ocorre uma

p= (2.8)

diminui¢ao da quantidade de néutrons no reator,

® ks = 1 =p = 0: o reator ¢ considerado critico, ou seja, a populacao de

néutrons no reator é mantida constante,

® kepp > 1 =p > 0: o reator é considerado supercritico, ou seja, ocorre um

aumento da populagao de néutrons no reator.

Sendo assim, o fator de multiplicacao infinito, k.., pode ser definido como a rela-
¢ao entre o numero total de néutrons em uma geracao e outra geragao imediatamente

anterior

I/Zf
Y

Onde v é o nimero médio de néutrons emitidos por fissao, X a secao de choque

koo

. (2.9)

macroscopica de fissao e ¥, a secao de choque macroscopica de absorcao.

2.1.2 Obtencao das Equacoes da Cinética Pontual

O modelo da difusao a uma velocidade é utilizado para descrever o comportamento
temporal da populagao neutrénica de um reator nuclear, desde que sejam consi-
derados os efeitos dos néutrons atrasados [4]. Esse modelo desempenha um papel

essencial na fisica de reatores, porém, em razao do excessivo esfor¢co computacional



demandado por esse modelo ele é ainda frequentemente considerado muito minucioso
para a implementacao na analise da cinética de reatores nucleares [4] .

Devido & isso, o modelo da difusao a uma velocidade é reduzido com a suposi¢ao
de que a parte espacial do fluxo pode ser caracterizada por uma forma simples, o
modo fundamental, ou seja, o fluxo espacial nao se altera com o tempo. Com essa
consideragao, a dependéncia espacial é eliminada do modelo da difusao a uma velo-
cidade e a equacgao podera entao ser descrita incluindo apenas equacoes diferenciais
ordinarias no tempo. O modelo obtido é entao conhecido como modelo da cinética
pontual [4].

A equacgao da difusao de néutrons a uma velocidade pode ser descrita da

seguinte forma:

106(x,1
v Ot

— DV?¢(r,t) + Xob(r,t) = Sy(r, 1) . (2.10)

Sendo, v a velocidade dos néutrons, D o coeficiente de difusao, ¢(r,t) o fluxo de

néutrons e X, a secao de choque macroscopica de absorcao .

O termo fonte de fissao Sy presente na equagao m pode ser explicitado

considerando-se a contribuicao dos néutrons prontos e atrasados.

6

Sp(r,t) = (1= B)rSpo(r,t) + ) ACi(r,1) (2.11)
=1
Onde,
6Cg—f’t) = —\iCi(r, t) + Bivdso(r,t), i=1,..6 (2.12)

A equagao [2.10] pode entdo ser reescrita como:

6

= DV9(r, 1) + Sag(r, 1) = (1 = BIvso(r,t) + ) ACilr,t)  (2.13)

=1

10¢(r,t)
v Ot

Assumindo agora que o fluxo e a concentracao de precursores possam ser expres-

sos como fungoes que possam ser separadas em espago e tempo, obtém-se:

¢(r,t) = vn(t)y(r) (2.14)



Cilx, 1) = Ci()(x) (2.15)

sendo n(t) o namero total de néutrons no reator no tempo t, ¥(r) o modo fun-

damental da equacgao da equacao de Helmholtz, Vi)(r) + B*)(r) = 0, B? = B2 e

g9
BS = ”EfD_E“, o Buckling geométrico. Substituindo-se as equagoes [2.14] e [2.15[ em

obtém-se que:

v () 00

— Dun(t) V2 (r)+Sevn(t)(r) = (1—B)V§]fvn(t)¢(r)+z XCi () (r)

Dividindo-se a equacao por ¥ (r) é obtido:

dn(t)
dt

— Don(t)

V;@(DI‘()I') + 3on(t) = (1 — B)vEson(t) + Z ACi(t) (2.17)

A partir da equacao de Helmholtz é possivel se obter:

VZ(r)
W(r)

Substituindo a equagao [2.18 em [2.17] tem-se que:

2
= B2 (2.18)

+ Don(t)B2 + S.on(t) = (1 — B)vSpon(t) + Z XiCi(t) (2.19)

=1

dn(t)
At

Evidenciando-se o termo n(t) na equagao [2.19, obtém-se:

+ [DB2+ %, — (1= B)vSs] on(t) = Y NCi(t) (2.20)

=1

dn(t)
dt

Sao relembradas algumas defini¢goes como os fatores de multiplica¢ao infinito ks

e efetivo k, o comprimento de difusao L e o tempo médio de vida do néutron I:

vy
koo = Eaf
ke
k= (1+B2L?)
(2.21)
D
L=g

= [vS,(1+ B2

A partir das defini¢oes expressas em [2.21] é possivel reescrever a equacao da



seguinte forma:

dn(t) 272 272\ _ -
5 T Savn(t) (14 B2L*) — (1— k(L + B2L?)] =Y NCi(t) . (2.22)

i=1

Evidenciando-se o termo (1+ B§L2) na equagao e utilizando o tempo médio
de vida do néutron [, definido em obtém-se:

dzit) N [1 - k:l+ ﬁk] n(t) = Z_; MCi(t) | (2.23)

Nesta etapa, uma nova grandeza é definida, o tempo médio de gera¢do dos néu-
trons, que corresponde ao tempo entre o nascimento do néutron e a sua subsequente
absor¢ao que induzira a fissdo nuclear [4].

A= l (2.24)
=7 .

Dividindo a equagao [2.23| por k e utilizando o parametro A, obtém-se:

dn(t)
a

n(t) =Y NCit) . (2.25)

A partir da reatividade, p, definida anteriormente na secao 2.1.1, a equagao

pode entao ser rescrita:

dzgf) - {p - b } n(t) + z; ACilt) . (2.26)

O mesmo raciocinio pode ser aplicado para o caso da concentracao de precursores.
Substituindo-se as equacoes 2.14] e 2.15] em [2.12], obtém-se:

dc:;t(t)w(r) — NGO + B on()b(r),  i=1,..6. (2.27)
Dividindo a equagao por ¥(r), tem-se:

A partir das defini¢coes expressas nas equagoes e é possivel se obter a

seguinte relagao:

vy
1k k .
==y (1+ B = —Z %, (14 B3L?) = vXv . (229
AT Wy U ) S gy e B Z v 229)

Substituindo-se a relacao expressa em [2.29| na equacao [2.28], obtém-se:

10



dCy(t) Bi
—n
dt A
Desse modo, as equagoes e obtidas sao conhecidas como as equagoes

da cinética pontual:

= NG+ Zn(t),  i=1,..6. (2.30)

(2.31)

O conjunto de equagoes descrevem, respectivamente, a dependéncia
temporal da populagao neutronica no reator e a concentragao do precursores de
néutrons atrasados [4]. A derivagdo dessas equagoes estd baseada na admissao
de algumas suposicoes, tais como: a aproximacao da difusao a uma velocidade e
a independéncia temporal da forma espacial [4]. A validade dessas equagoes é,
contudo, garantida uma vez que essas podem ser obtidas por meio de uma forma
mais geral, a partir da equagao de transporte, sem a necessidade de se admitir as
suposigoes realizadas [4]. A unica diferenca apresentada, quando essas equagoes sao
obtidas de forma mais geral, pela equacao de transporte, se encontra na definicao
dos parametros p, 8 e A [4]. Sabendo que os valores utilizados para essas grandezas
e empregados neste trabalho sao tabelados e o objetivo deste estudo é efetuar uma
comparagao entre métodos numeéricos, os valores dessas grandezas nao afetarao a

validade dos resultados apresentados [4].

A solugao deste conjunto de sete equagoes diferenciais ordinéarias acoplados no
tempo nao é trivial [4]. As razdes para a dificuldade da solu¢do dessas equagoes
podem ser explicadas pelo fato da reatividade p(t) ser normalmente func¢ao do tempo
e com frequéncia ser dependente da propria populacao de néutrons. Dessa forma,
as equagoes serao em geral nao lineares [4]. Além disso, é possivel se destacar que
0s processos nucleares que estao descritos nas equacgoes da cinética pontual
possuem constantes de tempo da ordem de grandeza muito diferentes como por
exemplo: o tempo médio de geracdao de néutrons A ~ 1075 s — 10™* s e o maior
tempo médio de vida do grupo de precursor de néutrons atrasados, da ordem de
80 s, o que complica até mesmo uma solugdo numérica [4]. O passo de tempo
computacional é frequentemente regulado pela menor constante de tempo, nesse
caso, a vida tutil do néutron [4]. Uma vez que a dindmica do reator acontece em
uma escala de tempo definida pelos néutrons atrasados as abordagens diretas nao

se mostram suficientes e sdo necessarios métodos numéricos mais refinados [4].

11



2.1.3 Obtencao da Equacao da Cinética Pontual Inversa

Tendo em considera¢ao que a monitoragao do nivel de poténcia do reator P(t) é em
geral uma grandeza mais conveniente de acompanhar, serd frequente a expressao

da dependéncia temporal do reator em termos de P(t) [4].

Sendo a normalizacao de n(t) arbitraria, e uma vez que existe uma relagao linear
entre populagao de néutrons, fluxo de néutrons e poténcia do reator. Portanto,
em qualquer tempo, ¢ possivel relacionar n(t) com a poténcia instantanea total

produzida pelo reator, P(t) [4]:
n(t) = P(t) = wrXon(t) .

Onde, wy representa a energia liberada na fissao.
Dessa forma, as equacoes podem ser reescritas em termos de P(t) da

seguinte forma:

6

dCi(t) _ B o
Fr Kp(t) — NiCi(t), 1=1,..6. (2.33)

Pit=0)=Fh, (2.34)
Ci(t =0) = /&PO. (2.35)

Realizando-se a integragao da equacao [2.33, obtém-se que:
B [*
AJ

A substituigao da equagao [2.36) em [2.32] resulta em:

Ci(t) P(te Mgy (2.36)

12



dP(t) _ p_ﬁ ° ﬁz ! N ,=Xi(t—t") 34/
= _{ N }P(t)+;/\ZX/OOP(t)e A=t gt (2.37)

A partir da equagao e explicitando-se o termo p(t), obtém-se:

A dPl) 1 & t I
= - Bi [ Pt)e M at 2.
A equagao [2.36) pode ainda ser reescrita da seguinte forma:
3 t / ) ¢ / 74
0 :% P(t)e M dy — % /0 P(t)e M dr + C;f‘? O (239)

Substituindo-se a equacao em [2.39] tem-se que:

_5% /t N =i (E—t") g1 /BZPO o /81 /t APV PO
Gy =7 | Pt)e A+ i = 1o ||, PO+ 2| (240

A equagao[2.38 pode ser reescrita através da substitui¢ao de[2.40]em 2.38] obtém-

se assim que:

O =5+ s )~ > e [reera s R ey

A relagao expressa na equagao [2.41] é particularmente significativa e representa
a reatividade por meio do método inverso. Essa equagao pode ser empregada para
a determinacao da evolucao temporal da reatividade que é resultado de uma po-
téncia de forma especifica, sendo a equacao basica utilizada para a elaboragao de
um reatimetro (medidor de reatividade) digital. Além disso, pode ser utilizada para
planejar o movimento da barra de controle necessario para se produzir a variagao

de poténcia nuclear pretendida [2] [5].

Solugao Analitica (Poténcia conhecida: P(t) = Pye“" )

E possivel se constatar que a utilizacdo da equacao para o calculo em tempo
real da reatividade, p(t), é limitada em virtude da sua dependéncia do histérico
de poténcia nuclear (a integral presente na equagao . Essa equacao pode,
contudo, ter uma solucao analitica para determinadas formas de poténcias nucleares,
P(t). Sendo assim, essa solucao analitica sera empregada como solugao de referéncia
para o benchmarking dos métodos numéricos que serao estudados neste projeto. A
titulo de exemplo, considerando-se P(t) = e*!, a solugao analitica da equagao

é obtida da seguinte forma:

13



A dP@l) 1 ¢ VD LN
t) = — \ifie N | — EP(d| . 2.42
Considerando, Py = 1, tem-se que:

p(t) = B + % WGWt — e_}“t Z?:l )\iﬁie_)\it [% + me(w+>\i)t — m} =
(2.43)

6 —(Nj4w wH+A;
plt) = B Aw = S0, Ao Ot |1 el ht - ]

Portanto, a solugao analitica da equagao no caso de uma poténcia, P(t) =
evt, & a seguinte:
6 6

— _ Whi (4wt AifB3;
p(t) = B+ Aw z_; ol o ;—(W+)\i) . (2.44)

As solugoes analiticas da integral da equagao [2.41] para algumas outras variagoes

de poténcia sao apresentadas na tabela [2.1}

Tabela 2.1: Solugao analitica da integral da equagao da cinética inversa (2.41]) para

algumas fun¢oes de Poténcia P(t').

P(t/> fot eAit/P(t/)dtl
wt! (w+A)t_q
e t e iy
1+ wt sz [(Ai —w) (€M — 1) + wA;te ]
1 + Asinwt’ /\ii(e)‘it -1+ A?iﬂ [t (\isenwt — weoswt) + w]

Neste capitulo, foram mostrados alguns conceitos béasicos e as equagoes que de-
finem a cinética pontual de reatores. No proximo capitulo, serao apresentados os
métodos numéricos utilizados para a solucao do problema da cinética pontual in-

versa.
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Capitulo 3
Metodologia

Neste capitulo serao apresentados trés dos diferentes métodos numéricos utilizados
para a solugdo do problema da cinética pontual inversa e que foram estudados
neste trabalho. O primeiro método que seré descrito neste capitulo é o método do
histérico de poténcia que baseia-se na discretizacao do sistema de equagoes pelo
método de diferencas finitas e pelo emprego do método de trapézio para o céalculo da
integral do histérico de poténcia, definida no capitulo anterior. O segundo método,
no qual se centraliza este estudo, é o método polinomial de Lagrange proposto por
Malmir e Vosoughi [I]. As formulas de trés e cinco pontos desse método serao
empregadas para o calculo da reatividade. No fim, o terceiro método que seré
estudado neste projeto ¢ o método das derivadas de Suescun [2]. Este capitulo
descrevera os trés métodos numéricos analisados, apresentando as equacoes que
os descrevem. A aplicacao desses métodos e os seus resultados serao descritos no

proximo capitulo.

3.1 Método do Historico de Poténcia

Nesse método o calculo da reatividade é realizado por meio da discretizacao da
integral da equagao da cinética pontual inversa [3.1] O valor da reatividade em um
determinado instante de tempo t é obtido a partir dos valores de poténcia no tempo
t e nos instantes anteriores a t. Dessa maneira, esse método possui uma abordagem

essencialmente recursiva que possibilita o calculo continuo da reatividade.

Hi(t) = / t P(the =gy (3.1)
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Essa integral é denominada Histdrico de Poténcia [1].

A fim de se obter uma expressao recursiva para o calculo do histérico de

poténcia, a equagao serd reescrita da seguinte forma [6]:

Hi(t) = e [ / ’ P(thett dt’ + /0 tP(t’)e)‘it,dt’} : (3.2)

—0o0

Aplicando a equacgao [3.2] em um tempo consecutivo t 4+ h, obtém-se que:

0

H;(t 4 h) = e Nilt+h) [/

—0o0

/ t+h !
P(t)eMat’ + / P(t)eM? dt’] . (3.3)
0

Reordenando os termos a direita da equagao [3.3] tem-se que:

0 t t+h
Hi(t+h) = e (e_’\it [ / Pt dt’ + / P(t’)e’\iﬂdt’} + e~ Nt / P(t')e”\it/dt’) .
o 0 t
(3.4)
A equagao[3.4] pode ser reescrita, a partir da substituicao da equagao[3.2] e obtém-

se assim uma expressao que permite o calculo recursivo do historico de poténcia :

t+h
Hi(t+ h) = e " (Hi(t)%—e_m / P(t’)eA"t/dt’> : (3.5)
t

Para o célculo da integral sera entao utilizado o método de Trapézio [7]. Esse
método de integracao numeérica consiste em aproximar o valor da integral através da
soma de trapézios. A aplicagdo desse método na integral da equagdo [3.5] definida

como I(t + h) para facilitar a compreensao, resulta:

h

t+h
Lt +h) = / P(t’)eAit/dt’zE [P(t)eM! + P(t + h)eMt+h] (3.6)
t

Realizando-se a substitui¢ao do resultado obtido em[3.6/na equagao [3.5] é obtido:

h
Hi(t +h) = Hy(t)e ™" + o)

A equacao permite, portanto, o célculo recursivo do histérico de poténcia

[P(t)e ™"+ P(t+h)] . (3.7)

expresso na equagao [2.41], por meio da aplicagdo do método de trapézio.
Para o calculo da derivada da poténcia nuclear presente na equacao foi

empregado o método de Diferencas Finitas |8] a fim de se calcular aproximadamente

o valor da derivada. A aplicacao do método é expressa como:
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dP(t) ~ P(t+h) — P(t)
dt h

Dessa forma, para a aplicacao do método do historico de poténcia na solucao da

(3.8)

equagao da cinética pontual inversa (2.41)) serao empregados o método de integragao
de Trapézio para a estimativa da integral do histérico de poténcia (2°) e o método
de Diferencas Finitas para o célculo aproximado da primeira derivada da poténcia

nuclear (1°).

A dPE#) 1 & NN
— _ . P i(t—t) .
W—/ =1 G J/
1° 90

3.2 Meétodo Polinomial de Lagrange:

O segundo método para o calculo da cinética pontual inversa [2.41] analisada neste
estudo é proposto por Malmir e Vosoughi [I], e estd baseado na aproximagao
polinomial de Lagrange. Essa aproximacao é realizada a fim de se obter férmulas
aproximadas da derivada. Sendo {t¢,t;....,t,, } (n+1) nimeros distintos em um
intervalo I e f € C""(I). A expansao polinomial de Lagrange de f(t) ¢ descrita

como [9]:

(t — to)errn(t — 1)

(n 1 1) FUVE) - (3.10)

Onde, £(t) é um numero entre {tg, t1...., t,, }, L;(t) 0 i-ésimo coeficiente polino-

mial de Lagrange para f(t) em to,t1...., t,.

A partir da diferenciagdo da equagao [3.10, obtém-se:

F() = iy FE) L) + Dy |l | fob e 2))
(3.11)

Ho, (1)

Desse modo, depara-se com um problema na estimativa do erro de truncamento,
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excetuando-se o caso de ¢ ser um dos nimeros ¢;. Nesse caso, o termo multiplicador
de Dy [f™V(£(t))] em se anula e a formula é reescrita como [9):

i (n+1) . n
r =3 rre) + S S T 60, e
= =0

LF ]

A equagao, ¢ conhecida como a (n+1)-férmula para aproximar f'(¢;) [9].

O aumento no numero de pontos usados na equacao rende uma maior
precisao. Deve-se, contudo, levar em conta o aumento do erro de arredondamento
devido ao acréscimo no numero de avaliagoes funcionais. Além disso, é necessario
se considerar que a aplicagao do método também produziria um maior retardo, se
fossem considerados um maior nimero de pontos, o que dificultaria a realizacao dos
calculos em tempo real que poderiam ser inviaveis no caso do aumento do tempo

de céalculo. As formulas mais comumente utilizadas sdo as de trés e cinco pontos [9]

1.

A partir da equagao [3.12] é possivel se obter as formulas de trés e cinco pontos
de Lagrange. Para isso, ¢ utilizada a discretizagao do coeficiente polinomial de

Lagrange L;(t) e a sua respectiva derivada:

T (t—t) / T (t—ty)
L;(t) = — == L,(t)=D — 3.13
=11 == t0=20 11 5= (313)
k=0 k=
k #1i LEEK |
No caso da formula de trés pontos, tem-se que:
( —l1 —Ll2
Lo(t) = {2t o [ (1) = b [(E— 1) + ( — )]
La(t) = % = Li(t) = gommoy [(E—to) + (t — t2)] (3.14)

(t—to)(t—t1)
\L2(t) (tQ_tg)(tQ_;l) = le(t)
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Considerando-se que:

t() - t]’
ti=t;j—h (3.15)
ty =1t; —2h

A aplicagao de e na equagao [3.12] resulta na féormula de trés pontos:

f'(t) = f(t;)-5am- [(20) + (W] + f(t; — h). =7 [(2h) + O]

1t — 2).mgi. [() + 0] 4 2 FE41(E)

Fl(t5) = & [Bf(t;) — Af(t; — h) + f(t; — 2h)] + L O (€) (3.16)

No caso da formula de cinco pontos, tem-se que:

(t—t1)(t—t2) (t—t3) (t—ta)
Lo(t) = (to— tl;(to tz)(to 323)@04754)

/ _ [@=ta)(@E—t2)(E—ta)+(t—t1) (t—ta) (E—ta)+(E—t1) (t—t3) (t—ta)+(t—t2)(t—ts3) (t—t4)]
= LO(t) - l(to—t1)(to—tz)(to—t3)(t0—t4)
(t—to)(t—t2)(t—t3)(t—ta)
Ll( ) (t1—to)(t1—t2)(t1—t3)(t1—ta)
_ [(—to)(t—ta)(t—t3)+(t—to) (t—ta) (t—ta)+(t—to) (t—t3) (E—ta) +(t—t2) (t—t3) (t—t4)]
= Lll(t) — 0 2 3 O(tl7t02)(t17:2)(t17t03)(t173t4) 4 2 3 4

(t—to)(t—t1)(t—t3)(t—t4)
Ly (t) (ta—to)(ta—t1)(t2a—t3)(t2—ta)

(3.17)
/ _ [@=to)(t—t1)(t—t3)+(t—to) (t—t1) (t—ta)+(t—to) (t—t3) (t—ta)+(t—t1)(t—t3) (t—t4)]
:>L2(t) - (t2—to)(ta—t1)(ta—t3)(t2—ta)
_ _ (t=to)(t=t1)(t=t2)(t—ta)
L3(t) o (t3—tog(t:s—ti)(t:s—iz)(ts—téx)
/ _ [(t=to)(t—t1) (t—ta)+(t—to) (t—t1) (t—ta)+(t—to) (t—t2) (t—ta)+(t—t1) (t—t2) (t—t4)]
= L3(t) - (ts—to)(t3—t1)(tz—t2)(tz3—ta)
(t—to)(t—t1)(t—t2)(t—13)
L4() (ta— to?(tzt ti)(t4 ?‘42)043753)
’ _ [(=to)(t=t1)(t—ta)+(t—to)(t—t1)(t—t3)+(t—to) (t—t2) (t—t3)+(t—t1)(t—t2)(t—t3)]
= L4(t) = : (ta—to)(ta—t1)(ta—t2)(ta—13) ;
Considerando-se desta vez que:
([ to=1t;
ti=t;—h
ts =t: — 3h
ty =t; —4h
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A aplicacao de e na equacao [3.12] resulta na férmula de cinco pontos:

_ [(2h.3h.4h)+ (h.3h.4h)+(h.2h.4h)+(h.2h.3h)] [(2h.3h.4h)+0+0+0]
f,(tj) - f(tj)' (h.2h.3h.4R) + f(t; = h). (—h.h.2h.3h)

[0+(h.3h.4h)+0+0] [0--0+4(h.2h.4R)+0]
+f<tj_2h)' (—2h.—h.h.2h) +f(t _3h) —3h.—2h.—h.h)

(0-40-40-+(h.2h.3R)] | h.2h.3h.4h
+f(t; — 4h). (Cih—3h—2h—h) T (1) ()

1 h4

f(ty) = Toh

(3.19)

Solucao do problema da cinética pontual inversa pelo método
de Lagrange

As equagoes da cinética pontual, expressas em [2.3I] podem ser reescritas,

evidenciando-se o termo da reatividade:

p(t) = B+ F5 5l — 25 20 MCi(t)
(3.20)

doz 7
% + NiCi(t) = %P(t) .
A aplicagao das formulas de trés pontos [3.16] e cinco pontos de Lagrange

nas equagoes da cinética pontual [3.20] resulta:

FORMULA DE TRES PONTOS DE LAGRANGE:

1 _ B+ %ﬁ(i’,P”“ —4P" 4 Pnfl) _ % Z?:l Ainﬂ ’
(3.21)
Cn+1 (2h +>\) ﬂan+1 + (4Cn Cin_l)] )

(2

FORMULA DE CINCO PONTOS DE LAGRANGE:

= B AL L (95 Pl _4gPr 4 36PML — 16P 2 + 3Pn3) — AL S0y omtl

Ol = (& + A) 7 [BP 4 4 (4807 — 3607 + 16072 — 307 Y)|

(3.22)

12k (

20

25 (t}) — 48f(t; — h) + 36 (t; — 2h) — 16f(t; — 3h) + 3f(t; — 4h)4+=

(€



3.3 Método das Derivadas de Suesciin

Nesta secao sera apresentado o terceiro método empregado, neste trabalho, para
a estimativa da reatividade por meio da solugao da equagao da cinética pontual
inversa . O método das derivadas proposto por Suescun [2] estd baseado na
integracao por partes da integral da equagao Como resultado desse método,
a reatividade é calculada a partir das derivadas de primeira e segunda ordem da
poténcia nuclear, sendo impostas algumas restricoes nas derivadas da poténcia
nuclear considerada. E importante ressaltar que essas condi¢oes impostas limitarao

as formas de poténcias que conservarao com exatidao a validade do método.
A integral da equagao [2.41] pode ser expressa da seguinte maneira:

t
D(t) = / P(the =gy (3.23)
0

Denota-se a derivada de ordem k como < P®(t) >, sendo PO (t) = P(t).

Realizando a integragao por partes da equagao [3.23], tem-se que:

1 ) I )
D(t) — ye—)\i(t—t )P(t/) |6 _)\_/0 P(1)<t/)ef)\i(t—t)dt/ (3.24>
Ou mais precisamente:
1 G—Ait 1 t ,
D(t) = —P(t) — P(0) - = / PO (et gy’ (3.25)

A integral da equagao [3.25] é em seguida definida da seguinte forma:

t
Di(t) = / PO (e = gy (3.26)
0
Realizando, novamente, uma integracao por partes, neste caso em |3.26} é obtido:

_1 1 (1) e I (2) (41N =N (t—=t') 747
Dit) = PV - PYO)S— -+ | PR(X)e d' (3.27)
7 i i J0o

Substituindo a equagdo [3.27] em [3.25] obtém-se que:

1 I :
1 1 -\ 2 —Xi(t—
PO(t) + — PUO(0)e M 4 F/O PO (e Mgy

22
(3.28)

1 e~Mt ]
A A2

7 )

Integrando-se n vezes por partes a integral da equagao [3.28] obtém-se:
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D(t) = £ P(t) = P(0)5" — 5 PO(t) + HPD(0)e M + L PO (1) — HPP(0)
_ép(s) (t) + ;—?P(?’)(O)e—*” 4o _ (_1)n+1)\?1+lp(n) (t) + (=1)"* #p(n)(o)e—m

+(_1)n+1 /\nlJrl f()t P(n+1) (tl)ef)\i(t—t’)dt/

(3.29)
E possivel assim rescrever a equacio do seguinte modo :
D(t) = = 3ho (=) 55 PO() + o (1)
(3.30)

e PO (F1) ey fy PED ()0t

A partir da equagao [3.30, foram realizadas algumas manipulagdes algébricas
cuja a demonstragao exaustiva foge ao objetivo deste trabalho. O desenvolvimento
completo e criterioso do método realizado pelo autor pode ser encontrado em [2].

E importante, contudo, destacar que esse método impde algumas condicoes a

funcado que representa a poténcia nuclear P(t). Essas restri¢oes sdo descritas abaixo

[2]:

PRt () — pO)(p) [M] Uoken

P(t)
Ry
PR (1) = P(1) [P;Et()t)} keN (3.31)
POt _
W = cte ,\V/t

Desse modo, a validade dessas condigoes é garantida para as formas de po-
téncia nuclear, P(t): Oy, C1+Cyt, Csin(Cat), Cicos(Cat), CreBt, Cisinh(Cyt) e
Cicosh(Cst), sendo Cy, Cy constantes [2].

A equacao final obtida para o célculo da reatividade pelo método das Derivadas

de Suescun ¢é descrita abaixo [2]:
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A PO MPMD ()PP (1)
p(t) = A P(2) Zz 1B [ P(O))\2 P@(0) }

P(0 6 “xnt | PO(0)=P(0)A;
_% >y Aifie N [W] - (3.32)
P(t Zz 1 61

A expressao deixa explicito que para o célculo da reatividade, sera apenas
necessario o valor das derivadas de primeira e segunda ordem, que podem ser obtidas
numericamente, neste trabalho elas foram estimadas usando derivadas centradas
de cinco pontos. A equacao também evidencia que o célculo da reatividade seré
capaz de ser estimado continuamente, mesmo depois de uma parada em virtude de
um problema no funcionamento do equipamento. O reinicio do célculo pode ser
realizado quase instantaneamente, uma vez que, todos os valores do lado direito
sao conhecidos, necessitando apenas conservar o valor inicial da poténcia P(0), a

duragao da interrupgao e o valor atual da poténcia nuclear [2].

No presente capitulo, foram descritos os métodos numéricos estudados neste tra-
balho, a saber, o método do historico de poténcia, o método polinomial de Lagrange
e o método das derivadas de Suesctin. As aplicacoes desses métodos para a solugao

do problema da cinética pontual inversa serao apresentados no préoximo capitulo.
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Capitulo 4
Resultados e Discussoes

Neste capitulo serao apresentados os resultados obtidos pela aplicacao dos métodos
descritos no capitulo anterior para o calculo da reatividade, segundo o modelo da
cinética pontual inversa. Todos os resultados foram obtidos com a ajuda de um
codigo em linguagem FORTRAN 90.

Neste trabalho, os calculos da reatividade foram performados, considerando seis
grupos de néutrons atrasados e os parametros cinéticos utilizados estao descritos
na tabela Para o calculo da reatividade a partir do modelo da cinética pontual
inversa, foram empregadas a formula (3.9 para a obtengao da reatividade pelo método
do historico de poténcia, as formulas de trés|3.21| e cinco [3.22] pontos de Lagrange e
a formula para o calculo da reatividade por meio do método das derivadas de

Suescun.

Tabela 4.1: Parametros cinéticos empregados para o célculo da reatividade pelos
diferentes métodos analisados.

Parametro Valor
51 0,000266
B2 0,001491
B3 0,001316
B4 0,002849
0s 0,000896
B6 0,000182
A1 0,0127 s~ 1
Ao 0,0317 s~ 1
A3 0,115 s !
A4 0,311 st
A5 14 st
A6 3,87 571
A 2,00E-05 s
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4.1 Validacao do método de Lagrange

Primeiramente, sera testada a acuracia do método de Lagrange. Na secao 4.1.1,
as formulas de trés e de cinco pontos foram analisadas para diferentes
passos de tempo computacionais At e frequéncias w (periodos do reator), para o
caso de uma poténcia nuclear exponencial da forma P(t) = e** . Além disso, na
segao 4.1.2, foi realizada uma anélise do desempenho das férmulas de trés e de cinco
pontos para o caso de outras fungoes de poténcia nuclear P(t), tais como: rampa e

senoidal.

4.1.1 Poténcia nuclear exponencial P(t) = ¢

Nesta primeira etapa, considerou-se uma func¢ao de poténcia nuclear de forma expo-
nencial P(t) = e*'. Foram performados calculos com os passos de tempo At = 0.01 s,
At = 0.1 se At = 1.0 s, de acordo com as frequéncias w = 0.1176 s7, w = 1.176 s+
ew=11.76 s71.

A figura apresenta as reatividades calculadas pelas formulas de trés e
cinco pontos de Lagrange e a solugao analitica de referéncia , no caso
de uma poténcia exponencial P(t) = e*!, sendo w = 11.76 s (p ~ 700 pcm) e
At=0.1s.

pcm)

Reatividade (

Método de Referéncia - Sol. Analitica
Metedo de Lagrange (3 pontos)
B Metodo de Lagrange (5 pontos)

1 ] 1 1 ] 1 1 ] 1
.0 15 50 15 k.0 12.5 15.0 17.5 2.0

Tempo (5)

wt

Figura 4.1: Reatividade calculada para uma poténcia nuclear P(t) = ¢!, sendo

w=11.716ste At=0.1s

Para esse caso, os resultados obtidos pelas féormulas de trés e cinco pontos
de Lagrange apresentaram os erros méaximos de —10,2515 pcm e —3,0267 pcm,

respectivamente.
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Na figura sao mostrados os resultados dos célculos da reatividade desta vez
para uma poténcia exponencial P(t) = e*!, sendo w = 0.1176 s~! (p ~ 293,9 pcm)
e At =1 s. Nesse caso, os erros maximos sao iguais a —0, 5336 pcm e 0,0946 pcm |

no caso das féormulas de trés e cinco pontos de Lagrange.

o

It

pcm gy

It

Reatividade |

(=]
a

Método de Referéncia - Sol. Analitica
Metode de Lagrange (3 pontos)
2030 - BN Método de Lagrange (5 pontos)
4 5 &l H 4] ) 1K
Tempo (s)

Figura 4.2: Reatividade calculada para uma poténcia nuclear P(t) = e*', sendo
w=0.1176 ste At = 1s

Além disso, foram realizados os célculos da reatividade para uma poténcia
P(t) = €', sendo w = 1.176 s~!'. Todos os resultados dos erros maximos obtidos
para os passos de tempo computacionais At = 0.01 s, At = 0.1 se At =1 s,
estao reunidos na tabela . E importante destacar que os erros maximos
foram considerados apds um tempo inicial, que é necessario para a aquisigao
dos dados de poténcias nucleares iniciais. No caso da férmula de 3 pontos foi

considerado o erro maximo apés 3At e no caso da formula de cinco pontos apos bAt .

A figura apresenta as reatividades calculadas para um mesmo passo de
tempo computacional At = 0.1 s e trés frequéncias w distintas, w = 0.1176 s !,
w=1.176 s7! e w = 11.76 s~1. Observa-se por meio da analise dos trés graficos
e da tabela , que conforme a frequéncia w aumenta (o periodo do reator dimi-
nui), serd necessario que o tempo computacional At diminua a fim de se obter um
calculo acurado da reatividade. Constata-se também que em quase todos os casos

considerados, um passo de tempo At = 0.1 s apresenta uma acuracia satisfatéria

.
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Tabela 4.2: Erros maximos para diferentes tempos computacionais At, frequéncias

w e métodos numéricos.

w (s71) | At(s) | Erro max. (pem) | Erro max. (%) | Terro max(8) Método
0.1176 0.1 -0,0348 -0,1156 0,4 Lagrange 3 pontos
0,0119 0,0215 0,8 Lagrange 5 pontos
0.1176 1.0 -0,5336 -0,3055 4 Lagrange 3 pontos
0,0946 0,0419 7 Lagrange 5 pontos
1.176 0.01 -0,0081 -0,0235 0,04 Lagrange 3 pontos
0,0024 0,0038 0,08 Lagrange 5 pontos
1.176 0.1 -0,4513 -0,1825 0,4 Lagrange 3 pontos
0,0512 0,0144 0,7 Lagrange 5 pontos
1.176 1.0 -21,9353 -3,8879 442 Lagrange 3 pontos
-6,2432 -1,1066 567 Lagrange 5 pontos
11.76 0.01 -0,1874 -0,0268 43,65 Lagrange 3 pontos
0,0107 0,0029 0,06 Lagrange 5 pontos
11.76 0.1 -10,2515 -1,4636 43,9 Lagrange 3 pontos
-3,0267 -0,4321 43,9 Lagrange 5 pontos

106 4 6 ] I 12 14 ¢ 18 X 0 25 500 75 Wo 25 150 1S
Tempo (s)

Tempo (s)

Tempo (s)

Figura 4.3: Reatividade calculada para uma poténcia nuclear P(t) = ', sendo At
=0.1sew=0.1176 s~ (direita), w = 1.176 s~ (centro) e w = 11.76 s~ (esquerda)

4.1.2 Diferentes funcoes de poténcia nuclear P(t)

Como uma outra maneira de validacao do método numérico de Lagrange, foi reali-
zado um estudo da reatividade obtida a partir de outras fun¢oes de poténcia nuclear,
tais como rampa, P(t) = 1 4+ wt, senoidal, P(t) = 1 + Asinwt e exponencial, P(t)
— e As solucoes analiticas da equagao para esses casos estao descritas na
tabela 2.11

A figura apresenta a reatividade calculada pela formula de trés pontos de
Lagrange e a solugao analitica de referéncia (tabela [2.1]), no caso de uma poténcia
P(t) = 1+ wt, sendo w = 1 s e o passo de tempo computacional At = 0.1 s7L.
Os erros maximos obtidos pela diferenca da solucao analitica e as formulas de trés e

cinco pontos de Lagrange sao respectivamente iguais a —0.2032 pem (em ¢ = 0.4s)
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Metedo de Referéncia - Sol. Analitica

Reatividade {pem)

Tempo (5)

Metedo de Lagrange (3 pontos)

Figura 4.4: Reatividade calculada para uma poténcia nuclear P(t) = 1 + wt, sendo

w=1steAt=01s

e —0.0616 pem (em t = 0.8s).

Reatividade {pem)

—200 - Metodo de Referéncia - Sol. Analitica
Metodo de Lagrange (3 pontos)
2 4
Tempo (s)

Figura 4.5: Reatividade calculada para uma poténcia nuclear P(t) = 1 + Asinwt,

sendow:%sfl, A=1eAt=0.1s

Um outro exemplo utilizado para a validagao do método numérico de Lagrange

consiste no calculo da reatividade a partir de uma poténcia senoidal P(t) = 1 +

Asinwt, sendo A =1ew = & s~!. Assim como no exemplo anterior, as formulas de

10

trés e cinco pontos de Lagrange foram aplicadas e comparadas a solucao analitica.

Os erros méaximos obtidos, nesse caso, foram de —0.0781 pem (em t = 0.4 s) e
0.0279 pcm (em t = 0.8 s) para um passo de tempo A = 0.1 s. Na figura é

28



apresentada a reatividade calculada utilizando a férmula de trés pontos de Lagrange

e a solucao de referéncia.

#4 -
Metode de Referéncia - Sol. Analibca
Metosdo de Lagrange (3 pontes) At=0.01s
o - Metodo de Lagrange (3 pontes) At=0.001s
B Metodo de Lagrange (5 pontos) At=0.01s

{pem)

Reatividade
=

| 1 | | | |
i 2 14 1% #

[ P]

Tempo (5)

Figura 4.6: Reatividade calculada para uma poténcia nuclear P(t) = e‘”t2, sendo
a = 1.7 s7! e solugao analitica p(t) = 8 + 2aAt

Por ultimo, calculou-se a evolugao da reatividade a partir de uma poténcia nu-
clear da forma P(t) = e, Sabe-se que a solucdo analitica da equacio , no
caso de uma poténcia nuclear P(t) = e para um longo perfodo de tempo ¢ igual
a p(t) = 6+ 2aAt. A figura apresenta as reatividades calculadas pelas formu-
las de trés e cinco pontos de Lagrange e pela reta 8 + 2aAt , sendo av = 1.7 s71.
Observa-se que as reatividades calculadas pelos métodos de trés e cinco pontos de
Lagrange somente convergirao para a reta [ + 2aAt em longos periodos de tempo
[1]. A velocidade da convergéncia ¢, contudo, diferente para cada uma das formu-
las. A figura mostra que a féormula de trés pontos de Lagrange com um passo
de tempo computacional de At = 0.001 s é praticamente equivalente a formula de
cinco pontos de Lagrange com um passo de tempo computacional de At = 0.01 s,

sendo essa ultima menos precisa do que a primeira [I].

4.2 Comparacao dos métodos numéricos

4.2.1 Resultados da aplicacao dos métodos numéricos

Nesta secao, serd realizado um estudo comparativo entre os métodos numeéricos
descritos no capitulo anterior. O método de Lagrange (formulas de trés e cinco
pontos de Lagrange) sera comparado ao método do historico de poténcia e ao método

das derivadas de Suescun [2]. A tabela apresenta os erros maximos obtidos
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entre as reatividades calculadas pelos métodos numéricos estudados e a solugao
de referéncia. Os calculos foram realizados para uma poténcia nuclear de forma
exponencial P(t) =
0.1176 s~ 1,

=1.176 s7! e w = 11.76 57! e trés passos de tempo computacionais,

At=0.01s, At=0.1se At =1.0s.

Tabela 4.3: Erros méximos (em pcm) para varios passos de tempo computacionais

At, frequéncias w e para os 4 métodos numéricos analisados.

@t para trés tipos de frequéncia (periodo do reator), w =

w (s71) | At (s) | Erro max. (pcm) | Erro max. (%) | TErro maz(S) Método

0.1176 0.1 -0,0348 -0,1156 0,4 Lagrange 3 pontos
0,0119 0,0215 0,8 Lagrange 5 pontos

-0,4286 -0,1458 3378,7 Histérico

4,98E-06 2,00E-06 5022 Derivadas
0.1176 1.0 -0,5336 -0,3055 4 Lagrange 3 pontos
0,0946 0,0419 7 Lagrange 5 pontos

-37,6950 -12,8270 4774 Historico

0,0151 0,0051 4999 Derivadas
1.176 0.01 -0,0081 -0,0235 0,04 Lagrange 3 pontos
0,0024 0,0038 0,08 Lagrange 5 pontos

-0,0207 -0,0037 435,38 Historico

5,18E-07 0,00E-00 435,38 Derivadas
1.176 0.1 -0,4513 -0,1825 0,4 Lagrange 3 pontos
0,0512 0,0144 0,7 Lagrange 5 pontos

-0,8281 -0,1468 218,1 Historico

-0,0010 -0,0002 1,5 Derivadas
1.176 1.0 -21,9353 -3,8879 442 Lagrange 3 pontos
-6,2432 -1,1066 567 Lagrange 5 pontos

-59,7141 -10,5840 442 Historico

-10,7271 -2,0318 2 Derivadas
11.76 0.01 -0,1874 -0,0268 43,65 Lagrange 3 pontos
0,0107 0,0029 0,06 Lagrange 5 pontos

-1,3641 -0,1948 43,63 Histérico

-0,0002 -0,0006 0 Derivadas
11.76 0.1 -10,2515 -1,4636 43,9 Lagrange 3 pontos
-3,0267 -0,4321 43,9 Lagrange 5 pontos

-12,9752 -1,8524 43,9 Histoérico

-1,7673 -0,0751 0 Derivadas

Os resultados da tabela[4.3] mostraram que para esses métodos o passo de tempo
computacional At é muito importante para a obtencao de resultados acurados prin-
cipalmente nos casos de reatividades mais elevadas. As formulas de trés e cinco
pontos de Lagrange apresentaram resultados satisfatérios em quase todos os casos,
tendo resultados menos precisos somente nos casos em que a insercao de reatividade

¢ mais alta (exemplo: erro maximo de —21.9353 pcm e —6.2432 pem no caso de
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w=1176 s e At =1.0 s).

Observa-se que o calculo da reatividade pelo método do histérico de poténcia
apresentou resultados satisfatorios nos casos em que a poténcia nuclear nao cresce
rapidamente (exemplo: erro maximo = —0.0207 pcm para o caso de w = 1.176 s7*
e At = 0.01 s). Contudo, esse método nao ¢ bastante preciso nos casos em que
a reatividade é muito alta (exemplo: erro méaximo = —59.7141 pem para o caso
de w = 1176 s7! ¢ At = 1.0 s). Além disso, esse método apresentou os maiores
erros maximos quando comparado aos demais métodos. Uma explicacao para esse
resultado se encontra no fato desse método numérico esté baseado na utilizacao do
método de diferengas finitas. Segundo Alessandro [10], nesses casos, o intervalo de
tempo minimo necesséario para garantir uma estabilidade na solugao e para resultados
precisos deve ser uma ordem de grandeza inferior ao valor de A, ou seja, 1079 s.

Os resultados obtidos pela aplicacao do método das derivadas de Suescin sao
melhores que os obtidos pelos outros métodos, em quase todos os casos, sendo su-
perado somente pela formula de cinco pontos de Lagrange no caso de w = 1.176 s71
e At = 1.0 s. Nesse caso, o erro maximo da férmula de cinco pontos de Lagrange
(erro maximo de —6.2432 pem) é inferior ao apresentado pelo método das derivadas
de Suesctn (—10.7271 pem).

De acordo com os resultados apresentados na tabela [4.3] constata-se que a for-
mula de cinco pontos de Lagrange e o método das Derivadas de Suesciin apresen-
taram os resultados mais precisos. Por conta disso, foi realizado um estudo mais
aprofundado da performance desses dois métodos a fim de se elucidar as vantagens
e limitacoes da aplicacao de cada método. Para isso, foram realizados célculos da
reatividade utilizando a férmula de cinco pontos de Lagrange e o método das deriva-
das de Suesctn [2], para quatro frequéncias w (perfodos do reator), w = 0.01046 s,
w=0.12353 57!, w =1.00847 s~ ' e w = 1.176 s~ ! e para sete passos de tempo com-
putacionais distintos At = 0.01 s, At =0.05s, At =0.1 s, At =0.55, At =1.0 s,
At = 2.0 s e At = 3.0 s. Os resultados dos erros maximos sao apresentados na
tabela [4.4]

Conforme o esperado, a acuracia dos resultados aumenta & medida que o passo de
tempo computacional At diminui. De acordo com os resultados, nos caso em que a
insergao de reatividade ¢ mais elevada (w = 1.176 s™!) e os tempos computacionais
elevados (At > 1.0 s), o método de Lagrange (férmula de cinco pontos) possui
resultados mais estéveis e acurado (exemplo: —58, 1 pem para At = 3.0 s), enquanto
que no método das derivadas de Suesctin o resultado converge para valores cada vez

maiores (exemplo: —870 pcm para At = 3.0 s).
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Tabela 4.4: Comparagao entre os erros maximos (em pcm) resultantes dos métodos

de 5 pontos de Lagrange e o das Derivadas de Suesctin no caso de uma poténcia

nuclear exponencial P(t) = e** .

w (s71) | At (s) | Lagrange 5p | Derivadas
0.01046 | 0.01 2,38E-05 0,00E-+00
0.05 3,98E-04 0,00E-+00
0.1 1,15E-03 0,00E+00
0.5 1,05E-02 -3.30E-09
1.0 1,83E-02 -5,21E-08
2.0 3,10E-02 -8,33E-07
3.0 7,43E-02 -4,22E-06
w (s71) | At (s) | Lagrange 5p | Derivadas
0.12353 | 0.01 2,78E-04 1,00E-10
0.05 4,50E-03 3.21E-08
0.1 1,24E-02 5,14E-07
0.5 8,30E-02 3,21E-04
1.0 9,46E-02 5,16E-03
2.0 -6,22B-02 8,29E-02
3.0 ~2.60E-01 4.24E-01
w (s71) | At (s) | Lagrange 5p | Derivadas
1.00847 | 0.01 2,12E-03 -7,60E-07
0.05 2,60E-02 -1,08E-05
0.1 5,04E-02 -1,72E-04
0.5 -5,53E-01 -1,09E-01
1.0 -4,40E+00 -1,83E+00
2.0 2928E 101 | 2,52E101
3.0 -4,80E+01 -9,24E+02
w (s71) | At (s) | Lagrange 5p | Derivadas
1.17600 | 0.01 2.43E-03 5.18E-07
0.05 2.85E-02 26,25E-05
0.1 5,12E-02 ~1,00E-03
0.5 -8,55E-01 -6,48E-01
1.0 6,24E100 | -LOTE+01
2.0 2.92E101 | 1,65E102
3.0 -5,81E+01 -8,70E+02

Além disso, é preciso se destacar que durante as simulagoes do método das deri-
vadas de Suesctn [2], o erro méximo para frequéncias muito baixas ( w = 0.1046s~!
e w = 0.12353s7 1) apresentou algumas flutuagoes, com o erro maximo sendo supe-
rior em passos de tempo At inferiores. Esse resultado é melhor descrito nas tabelas
e [4.6] Para melhor compreender esse resultado contraintuitivo foi realizado um
estudo comparativo dos calculos, quando realizados com dupla e quadrupla precisao

e os resultados estao expostos nas tabelas c 4.6
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Para a melhor compreensao da abordagem utilizada, é preciso esclarecer que
linguagem de programacao utilizada neste estudo, FORTRA N, permite que o usuario
defina o nivel de precisao com que os céalculos serao realizados, ou seja, o nimero de
algarismos significativos que serao utilizados. Neste estudo, todos os calculos foram
realizados com dupla precisao, somente nos casos em que o resultado se mostrou
contraintuitivo que se justificou um estudo mais aprofundado para se entender a
natureza do erro associado e por isso os calculos foram performados com quadrupla
precisao. Os resultados sao mostrados nas tabelas e

Tabela 4.5: Comparacao do céalculo da reatividade pelo método das Derivadas de
Suesciin realizado com dupla e quadrupla precisao, no caso de uma poténcia nuclear
exponencial P(t) = e*' sendo w = 0.01046 s~ .

w (s71) | At (s) | Dupla precisao | Quadrupla precisao
0.01046 0.01 -1,27E-04 0,00E+00

0.05 5.38E-06 0,00E 00

0.1 1,05E-05 0,00E 1 00

0.5 -4,00E-07 -3,30E-09

1.0 1,50E-07 -5, 21E-0%

2.0 -8,60E-07 -8,33E-07

3.0 ~4,23E-06 ~4,22E-06

Tabela 4.6: Comparacao do célculo da reatividade pelo método das Derivadas de
Suescin realizado com dupla e quadrupla precisao, no caso de uma poténcia nuclear
exponencial P(t) = e*' sendo w = 0.12353 s~ 1.

w (s71) | At (s) | Dupla precisao | Quadrupla precisao
0.12353 0.01 1,12E-04 1,00E-10

0.05 1,21E-06 3,21E-08

01 1,56E-06 5,14E-07

A teoria afirma que o erro numérico total pode ser definido pela a soma dos
erros de truncamento e de arredondamento [I1I]. Os erros de truncamento se refe-
rem ao erro devido ao uso de alguma aproximacao em substituicao de um esquema
matematico exato. Os erros de arredondamento sao aqueles referentes as limitagoes
inerentes na representagao dos numeros por um computador.

O tnico método que pode ser utilizado para minimizar os erros de arredonda-
mento se encontra na melhora da representagao numérica, ou seja, pelo aumento no
namero de algarismos significativos (aumento da precisao).

O erro de truncamento é minimizado pela diminui¢ao do passo de tempo com-
putacional At. Essa reducao do passo de tempo também estard associada a um
aumento no numero de calculos e de cancelamentos e com isso os erros de arre-
dondamento também poderao aumentar. Obtém-se assim um dilema, no qual a
diminuicao de uma componente do erro total ocasiona o crescimento da outra com-

ponente [11]. Esse resultado é perceptivel sobretudo nos casos em que a reatividade é
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pequena, quando o erro méximo obtido representa uma grande proporcao do préprio
valor da reatividade.

Levando isso em consideragao, é possivel se explicar o aumento do erro total
mesmo com a diminui¢ao do passo de tempo computacional, conforme exposto nas
tabelas e e a diminuicao do erro apds o aumento da precisao empregada para

o célculo.

4.2.2 Resultados ap6s interrupgao do calculo

Foi realizado também um estudo considerando-se desta vez uma parada na aquisi¢ao
da poténcia e consequentemente uma interrupc¢ao no calculo da reatividade. Assim
como anteriormente, considera-se uma func¢ao de poténcia exponencial P(t) = e“".
Os resultados sao apresentados nas figuras [£.7] e Nos podemos destacar que
quanto maior a frequéncia w menor serd o periodo do reator e consequentemente

mais rapido tendera ao valor assintotico.
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Figura 4.7: Calculo da reatividade para uma poténcia nuclear P(t) = e“*, sendo

w=0.1176 s~ ¢ At = 1 s, interrupcao em 25 s e retomada a partir de 60 s.
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Figura 4.8: Calculo da reatividade para uma poténcia nuclear P(t) = e**, sendo

w=1.176 s7! e At = 1 s, interrupcao em 15 s e retomada a partir de 36 s.
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Figura 4.9: Célculo da reatividade para uma poténcia nuclear P(t) = e, sendo

=11.76 s7' e At = 0.1 s, interrupcao em 5 s e retomada a partir de 12 s.

Verifica-se no caso do método das derivadas de Suesciin, que os resultados coinci-
dem quase como se nao houvesse tido uma interrupgao, retornando instantaneamente
apoés a interrupg¢ao e sendo interrompida 2 passos de tempo antes [2].

Para o caso do método de Lagrange de trés e cinco pontos, a convergéncia nao
ocorre instantaneamente como no caso do método das derivadas de Suesctun, contudo

apresenta resultados bem proximos & medida que o passo de tempo diminui.
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Capitulo 5
Conclusoes e Perspectivas

Neste trabalho, foi estudado um método numérico para o calculo da reatividade
através da solucao do problema da cinética pontual inversa. Esse método, proposto
por Malmir e Vosoughi [1]], esta4 baseado no método polinomial de Lagrange e a sua

aplicagao implica na elimina¢ao da dependéncia do histérico de poténcia.

As formulas de trés e cinco pontos do método Lagrange foram analisadas nos
casos de diferentes fungoes de poténcias nucleares, tais como exponencial, rampa e
senoidal e com diferentes passos de tempo computacionais. Os resultados obtidos
demonstraram a precisdao do método de Lagrange (as féormulas de trés e cinco

pontos) nos casos analisados [1].

Os erros apresentados pela aplicacao da féormula de cinco pontos de Lagrange
¢ significativamente inferior aos apresentados pela férmula de trés pontos de
Lagrange, principalmente nos casos de grandes passos de tempo computacionais.
O método de Lagrange, sobretudo no caso da férmula de cinco pontos, pode ser
utilizado para a medi¢ao em tempo real da reatividade, apresentando resultados
satisfatorios em quase todos os casos com um passo de tempo computacional de
0.1s [1].

A comparacao da aplicacao do método de Lagrange com os outros dois métodos
numéricos (Derivadas de Suescin e o Histérico de Poténcia) analisados, neste
trabalho, demonstram a eficiéncia do método de Lagrange, sobretudo para passos
de tempos computacionais superiores a 1 s, no caso de transientes lentos (grandes
periodos do reator). Os resultados demonstram que a vantagem mais expressiva do
método de Lagrange é a convergéncia e estabilidade em grandes passos de tempo

computacionais [I].

Uma possivel maneira de estender e enriquecer este estudo, esta na realizacao

36



de um estudo comparativo entre os métodos numeéricos estudados levando em conta

nao somente o erro maximo mas também o tempo de simulagao de cada método.

Além disso, para continuar enriquecendo a base de validagdo do método é
possivel se analisar o desempenho do método de Lagrange em uma situacao real,
como no caso do reator Argonauta, reator de pesquisa do Rio de Janeiro que possui

dados de poténcia nuclear.
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