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Resumo do Projeto de Graduação apresentado à Escola Politécnica/ UFRJ como
parte dos requisitos necessários para a obtenção do grau de Engenheiro Nuclear.

ANÁLISE DO MÉTODO NUMÉRICO DE LAGRANGE APLICADO AO
CÁLCULO DA CINÉTICA PONTUAL INVERSA

Thayz Gomes Ferreira

Dezembro/2021
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Curso: Engenharia Nuclear

Neste projeto, foi analisado um método numérico para a solução do problema
da cinética pontual inversa. O método estudado é proposto por Malmir e Vosoughi
[1] e está baseado no método de Lagrange. A aplicação do método permite a elimi-
nação da dependência do histórico de potência nuclear para a solução das equações
da cinética pontual inversa. As fórmulas de três e cinco pontos de Lagrange foram
utilizadas para o cálculo da reatividade e uma análise comparativa foi feita entre
os resultados obtidos pelo método de Lagrange e aqueles obtidos pela solução de
referência a fim de se testar a validade desse novo método. Além disso, foi rea-
lizado um estudo do desempenho do método de Lagrange em comparação a dois
outros métodos numéricos, o método do histórico de potência e o método das deri-
vadas proposto por Suescún [2]. Os resultados obtidos demonstram a acurácia do
método de Lagrange mesmo para passos tempo computacionais superiores a 1.0 s,
no caso de transientes lentos (grande períodos do reator), apresentando um tempo
computacional satisfatório de 0.1 s para quase todos os casos estudados.
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Abstract of Undergraduate Project presented to POLI/UFRJ as a partial fulfillment
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ANALYSIS OF THE NUMERICAL LAGRANGE METHOD APPLIED TO THE
CALCULATION OF INVERSE POINT KINETICS

Thayz Gomes Ferreira

December/2021

Advisor: Alessandro da Cruz Gonçalves

Course: Nuclear Engineering

In this project, a numerical method for the solution of the inverse point kinetics
problem was analysed. The method studied is proposed by Malmir and Vosoughi
[1] and is based on the Lagrange method. The application of the method allows the
elimination of the nuclear power history dependence for the solution of the inverse
point kinetics equations. The three and five point Lagrange formulas were used to
calculate the reactivity and a comparative analysis was made between the results
obtained by the Lagrange method and those obtained by the reference solution in
order to test the validity of this new method. In addition, a study of the performance
of the Lagrange method in comparison with two other numerical methods, the power
history method and the derivatives method proposed by Suescún [2], was performed.
The results obtained demonstrate the accuracy of the Lagrange method even for
computational time steps higher than 1.0 s, in the case of slow transients (large
reactor periods), presenting a satisfactory computational time of 0.1 s for almost all
cases studied.
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Capítulo 1

Introdução

O processo de geração de energia de origem nuclear está baseado na colisão de um
núcleo instável por uma partícula que geralmente é um nêutron. Esse processo é
conhecido como fissão nuclear. A partir desse processo de fissão serão formados dois
núcleos mais leves (produtos de fissão) e serão emitidos alguns nêutrons. Alguns
desses nêutrons produzidos serão então responsáveis pela fissão de outros núcleos,
gerando assim uma reação em cadeia [3].

Para a garantia da segurança de um reator nuclear é necessário manter controlada
a liberação de energia. Para isso, será preciso assegurar que o número de fissões
produzidas seja mantido constante, ou seja, manter controlada a reação em cadeia.
Na teoria da cinética de reatores, o fator de multiplicação efetivo keff representa a
relação entre o total de nêutrons em um geração e o total de nêutrons na geração
imediatamente anterior. Um outro parâmetro muito importante para a cinética de
reatores e que é obtido a partir do fator de multiplicação efetivo é a reatividade
ρ. Esse parâmetro ρ representa o desvio do fator de multiplicação efetivo keff da
unidade, ou seja, quando o numero de fissões é constante. Qualquer desvio dessa
condição terá como consequência uma alteração na população neutrônica que não
se manterá constante com o tempo e consequentemente o nível de potência também
se alterará [2].

A monitoração da reatividade, ρ, é assim essencial para o controle da potência
nuclear e consequentemente da distribuição de temperatura no reator. Existem três
tipos de técnicas para a medição da reatividade em um reator nuclear: estática,
dinâmica e cinética [2]. Durante a partida do reator, a técnica da cinética inversa é
largamente utilizada para a estimativa da reatividade durante a partida do reator.
A estimativa da reatividade por essa técnica está baseada na solução da equação da
cinética pontual inversa [2].

Durante os testes físicos realizados na partida do reator, é necessário a medição da
reatividade. Um programa computacional baseado na técnica da cinética inversa é
então utilizado para a estimativa da reatividade. Na bibliografia existente, a maioria
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dos métodos numéricos utilizados para essa estimativa da reatividade está baseada
na discretização da integral presente na equação da cinética pontual inversa, esta
integral é mais conhecida como histórico de potência. A obtenção da reatividade
por esses métodos é então realizada de forma recursiva e contínua, ou seja, o valor
da reatividade é obtido a partir dos valores anteriores e atual da potência nuclear
[2].

Neste trabalho, foi estudado um método numérico para a solução da cinética
pontual inversa utilizando o método polinomial de Lagrange, conforme proposto
por Malmir e Vosoughi [1]. A aplicação desse método permite um cálculo contí-
nuo da reatividade, sem a necessidade da estimativa do histórico de potência [1].
As fórmulas de três e cinco pontos de Lagrange são empregados para o cálculo da
reatividade e os resultados são comparados à solução analítica de referência. Es-
sas fórmulas foram testadas para diferentes funções de potência nuclear e diferentes
passos de tempo computacionais. Além disso, foi realizado um estudo comparativo
do desempenho do método de Lagrange em comparação a outros dois métodos nu-
méricos, a saber, o método do histórico de potência e o método das derivadas de
Suescún.

A organização dos próximos capítulos é realizada da seguinte forma: No capítulo
2 é realizada uma revisão bibliográfica onde serão apresentados alguns parâmetros
básicos da teoria da cinética de reatores. Além disso, neste capítulo, serão obtidas
as equações da cinética pontual, a partir de aproximações realizadas na equação da
difusão de nêutrons, e será derivada a equação da cinética pontual inversa.

No capítulo 3 são apresentados os diferentes métodos numéricos estudados neste
trabalho, a saber, o método de Lagrange, o método do histórico de potência e o
método das derivadas de Suescún para a determinação da reatividade pelo método
da cinética pontual inversa.

No capítulo 4, apresentam-se os resultados obtidos pela aplicação dos métodos
expostos no capítulos 3. Os resultados estão divididos em duas partes. Em um
primeiro tempo, será realizado um estudo para a validação do método numérico de
Lagrange e em um segundo tempo, será realizado uma análise comparativa entre os
métodos numéricos a fim de se compreender as vantagens e limitações da aplicação
desses métodos.

No capítulo 5 serão apresentadas as conclusões e perspectivas deste projeto.
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Capítulo 2

Revisão Bibliográfica

2.1 Formalismo da Cinética de Reatores

Para o estudo e concepção de reatores nucleares é essencial o monitoramento
do comportamento temporal da polução neutrônica no núcleo do reator que é
induzido por alterações no fator de multiplicação do reator. O estudo desse tópico
é denominado cinética de reatores nucleares [4].

A reatividade é um dos parâmetros mais importantes para a cinética de reatores
nucleares. Ela expressa o desvio da condição de criticalidade do reator. O controle
e medição desse parâmetro é de suma importância para a operação e segurança do
reator [2].

Existe uma variedade de técnicas que podem ser utilizadas para a determinação
da reatividade. Estas técnicas podem ser divididas em estática, dinâmicas e cinética
[2].

• Técnica estática: Nessa técnica, uma variação de reatividade é medida por
meio de uma compensação que já seja conhecida da reatividade, sendo mantida
constante a potência do reator [2].

• Técnica dinâmica: Nessa técnica, não é necessário a aplicação de nenhuma
compensação. A reatividade é determinada através da medida de algum outro
parâmetro como por exemplo: por meio da equação "inhour", pela determinação
dos períodos estáveis ou assintóticos dessa equação. Existem ainda outros métodos
dinâmicos como por exemplo: retirada abrupta da fonte, oscilação da barra de
controle, queda da barra de controle e etc [2].
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• Técnica cinética: Essa técnica é a empregada neste trabalho para o cálculo
da reatividade em tempo real. Por meio dessa técnica é possível calcular o valor da
reatividade em tempo real, mesmo no caso de serem realizadas mudanças constantes
na reatividade. Para esse caso, o cálculo da reatividade é determinado através da
análise da variação de potência do reator, utilizando-se a equação da cinética pontual
inversa [2].

2.1.1 Parâmetros de Interesse na Cinética de Reatores

A cinética pontual descreve a evolução temporal da população neutrônica. A
população de nêutrons não é contudo homogênea, podendo ser dividia em três
grupos de acordo com a sua origem. É importante assim se especificar cada grupo
e descrever as suas propriedades cinéticas [3].

É possível definir os dois primeiros grupos como o conjunto de nêutrons que são
criados pela fissão do núcleo físsil que é induzida pela colisão de um outro nêutron.
O conjunto de nêutrons do terceiro grupo são definidos como os nêutrons emitidos
espontaneamente por uma eventual fonte de nêutrons [3].

De uma maneira geral, os três grupos podem então ser diferenciados como [3]:
• Nêutrons prontos: Grupo de nêutrons emitidos imediatamente após a fissão,

• Nêutrons atrasados: São nêutrons que também são produzidos após a fissão,
porém após um certo tempo,

• Nêutrons oriundos de uma fonte: Além dos dois grupos definidos anteriormente
cujos os nêutrons são produzidos a partir da fissão induzida, existem ainda os
nêutrons que são gerados por uma fonte de nêutrons.

Tempo médio de vida dos nêutrons prontos - l

Após a fissão de um núcleo físsil no reator os nêutrons são emitidos em menos de
10−14 s. Um vez que esse tempo entre a fissão e a emissão do nêutron é muito curto
em comparação aos outros fenômenos cinéticos que ocorre no reator, esses nêutrons
emitidos serão chamados de nêutrons prontos [3].

Esses nêutrons emitidos instantaneamente após a fissão, são emitidos com uma
energia relativamente alta, da ordem de 1 MeV e são portanto classificados como
nêutrons rápidos. Após o nascimento desses nêutrons rápidos no reator, eles serão
desacelerados, processo conhecido como "moderação", até que eles alcancem uma
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energia correspondente ao equilíbrio térmico do sistema, a energia térmica de
aproximadamente 0.025 eV [3].

A distância percorrida pelo nêutron durante a moderação é relativamente longa,
embora o tempo de moderação do nêutron seja curto, [10−5 s, 10−4 s]. Após a sua
moderação, o nêutron será difundido no reator e devido a sua baixa velocidade
o tempo de difusão será mais longo em comparação ao tempo de moderação. A
distância percorrida entre o nascimento do nêutron e a sua absorção é conhecida
como comprimento de difusão L [3].

Em um meio infinito, a vida média do nêutron l∞ é definida utilizando-se a
velocidade média do nêutron v e o livre caminho médio de absorção no reator, λa.
A vida média do nêutron l∞ é definida da seguinte forma [3]:

l∞ =
λa
v

=
1

vΣa

. (2.1)

Sendo Σa a seção de choque macroscópica de absorção.

Em um meio finito essa vida média decresce devido aos nêutrons que podem ser
perdidos pela fuga durante a moderação e difusão. Assim, para obter a vida média
em um meio finito, será utilizado a vida média do nêutron em um meio infinito, l∞
e o termo que caracteriza essa probabilidade de não-fuga do sistema. Esse termo é
definido por meio da seguinte expressão: (1 + B2

gL
2). Assim, a expressão da vida

média do nêutron em um meio finito l é descrita como:

l =
λa
v

=
l∞

(1 +B2
gL

2)
=

1

vΣa(1 +B2
gL

2)
. (2.2)

Precursores de Nêutrons Atrasados

Como dito anteriormente, após a fissão são emitidos não apenas nêutrons instan-
taneamente, nêutrons prontos, mas também há uma pequena fração de nêutrons que
é emitida com um pequeno retardo. Esse conjunto de nêutrons é conhecido como
nêutrons retardados ou atrasados e desempenham um papel muito importante para
a operação e controle do reator. A origem desses nêutrons atrasados está no decai-
mento radioativo de alguns produtos de fissão, produzidos após a fissão do núcleo
físsil. Cada decaimento é definido por uma constante de decaimento λi que indica o
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tempo entre o surgimento do produto de fissão, conhecido como precursor e a emis-
são do nêutron. Assim, cada precursor terá um tempo médio específico de atraso
para a emissão do nêutron. Esses diferentes precursores de nêutrons atrasados serão
então agrupados em 6 grupos ou famílias diferentes, de acordo com a constante de
decaimento.

Sendo a fração de nêutrons atrasados dada por:

β =
6∑
i=1

βi . (2.3)

Sendo βi a fração efetiva do i-ésimo grupo de nêutrons atrasados.

A partir da constante de decaimento λi é possível se obter a meia vida T1/2 de
cada grupo de precursores. O tempo de emissão ti que define o tempo médio entre
a fissão e emissão de um nêutron atrasado é obtido a partir da meia vida T1/2 [3]:

ti =
1

λi
=
T1/2

ln2
, (2.4)

é possível definir um tempo total médio de emissão tm utilizando-se o tempo de
emissão de cada grupo ti e a fração de nêutrons atrasados βi [3]:

tm =
1

β

6∑
i=1

βiti . (2.5)

A vida média de um nêutron de fissão l∗ pode ser obtida, a partir da vida média
l da fração de nêutrons prontos (1-β) e o tempo de vida média (tm + l) da fração de
nêutrons atrasados β [3] ,

l∗ = (1− β)l + β(tm + l) = l + βtm ≈ βtm . (2.6)

Constata-se que o tempo de vida média de um nêutron de fissão l∗ é da ordem
de 0, 1 s, um fator que é 102 à 105 maior que a vida média de um nêutron pronto
l. Essa particularidade garante que o reator seja controlável. Observa-se assim a
importância da fração de nêutrons atrasados que mesmo pequena desempenha um
papel muito importante para o comportamento cinético do reator [3].

Reatividade e criticalidade

Durante a operação do reator, uma parte dos nêutrons (prontos e atrasados)
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produzidos será responsável por fissionar outros núcleos físseis e assim é produzida
uma reação em cadeia. A fim de se garantir a segurança e controlabilidade do reator
é necessário que essa reação em cadeia seja controlada, o que significa assegurar
que a população neutrônica se mantenha constante entre gerações.

O fator de multiplicação efetivo keff pode ser definido como a relação entre o
número total de nêutrons em uma geração (Ni) e o de uma geração imediatamente
anterior (Ni−1), considerando um núcleo de reator finito e a existência de fugas,

keff =
Ni

Ni−1

. (2.7)

A partir do fator de multiplicação efetivo keff é possível se definir uma outra
grandeza chamada reatividade ρ. Essa grandeza representa o desvio da situação de
criticalidade do sistema.

ρ ≡ keff − 1

keff
. (2.8)

• keff < 1 ⇒ρ < 0 : o reator é considerado subcrítico, ou seja, ocorre uma
diminuição da quantidade de nêutrons no reator,

• keff = 1 ⇒ρ = 0 : o reator é considerado crítico, ou seja, a população de
nêutrons no reator é mantida constante,

• keff > 1 ⇒ρ > 0 : o reator é considerado supercrítico, ou seja, ocorre um
aumento da população de nêutrons no reator.

Sendo assim, o fator de multiplicação infinito, k∞, pode ser definido como a rela-
ção entre o número total de nêutrons em uma geração e outra geração imediatamente
anterior

k∞ ≡
νΣf

Σa

. (2.9)

Onde ν é o número médio de nêutrons emitidos por fissão, Σf a seção de choque
macroscópica de fissão e Σa a seção de choque macroscópica de absorção.

2.1.2 Obtenção das Equações da Cinética Pontual

O modelo da difusão a uma velocidade é utilizado para descrever o comportamento
temporal da população neutrônica de um reator nuclear, desde que sejam consi-
derados os efeitos dos nêutrons atrasados [4]. Esse modelo desempenha um papel
essencial na física de reatores, porém, em razão do excessivo esforço computacional
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demandado por esse modelo ele é ainda frequentemente considerado muito minucioso
para a implementação na análise da cinética de reatores nucleares [4] .

Devido à isso, o modelo da difusão a uma velocidade é reduzido com a suposição
de que a parte espacial do fluxo pode ser caracterizada por uma forma simples, o
modo fundamental, ou seja, o fluxo espacial não se altera com o tempo. Com essa
consideração, a dependência espacial é eliminada do modelo da difusão a uma velo-
cidade e a equação poderá então ser descrita incluindo apenas equações diferenciais
ordinárias no tempo. O modelo obtido é então conhecido como modelo da cinética
pontual [4].

A equação da difusão de nêutrons a uma velocidade pode ser descrita da
seguinte forma:

1

v

∂φ(r, t)

∂t
−D∇2φ(r, t) + Σaφ(r, t) = Sf (r, t) . (2.10)

Sendo, v a velocidade dos nêutrons, D o coeficiente de difusão, φ(r, t) o fluxo de
nêutrons e Σa a seção de choque macroscópica de absorção .

O termo fonte de fissão Sf presente na equação 2.10 pode ser explicitado
considerando-se a contribuição dos nêutrons prontos e atrasados.

Sf (r, t) = (1− β)νΣfφ(r, t) +
6∑
i=1

λiCi(r, t) (2.11)

Onde,

∂Ci(r, t)

∂t
= −λiCi(r, t) + βiνΣfφ(r, t), i = 1, ...6 (2.12)

A equação 2.10 pode então ser reescrita como:

1

v

∂φ(r, t)

∂t
−D∇2φ(r, t) + Σaφ(r, t) = (1− β)νΣfφ(r, t) +

6∑
i=1

λiCi(r, t) (2.13)

Assumindo agora que o fluxo e a concentração de precursores possam ser expres-
sos como funções que possam ser separadas em espaço e tempo, obtém-se:

φ(r, t) = vn(t)ψ(r) (2.14)
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Ci(r, t) = Ci(t)ψ(r) (2.15)

sendo n(t) o número total de nêutrons no reator no tempo t, ψ(r) o modo fun-
damental da equação da equação de Helmholtz, ∇ψ(r) + B2ψ(r) = 0, B2

1 = B2
g e

B2
g =

νΣf−Σa
D

, o Buckling geométrico. Substituindo-se as equações 2.14 e 2.15 em
2.13, obtém-se que:

v
1

v
ψ(r)

dn(t)

dt
−Dvn(t)∇2ψ(r)+Σavn(t)ψ(r) = (1−β)νΣfvn(t)ψ(r)+

6∑
i=1

λiCi(t)ψ(r)

(2.16)
Dividindo-se a equação 2.16 por ψ(r) é obtido:

dn(t)

dt
−Dvn(t)

∇2ψ(r)

ψ(r)
+ Σavn(t) = (1− β)νΣfvn(t) +

6∑
i=1

λiCi(t) (2.17)

A partir da equação de Helmholtz é possível se obter:

∇2ψ(r)

ψ(r)
= −B2

g (2.18)

Substituindo a equação 2.18 em 2.17, tem-se que:

dn(t)

dt
+Dvn(t)B2

g + Σavn(t) = (1− β)νΣfvn(t) +
6∑
i=1

λiCi(t) (2.19)

Evidenciando-se o termo n(t) na equação 2.19, obtém-se:

dn(t)

dt
+
[
DB2

g + Σa − (1− β)νΣf

]
vn(t) =

6∑
i=1

λiCi(t) (2.20)

São relembradas algumas definições como os fatores de multiplicação infinito k∞
e efetivo k, o comprimento de difusão L e o tempo médio de vida do nêutron l:

k∞ =
νΣf
Σa

k = k∞
(1+B2

gL
2)

L = D
Σa

l =
[
υΣa(1 +B2

gL
2)
]−1

(2.21)

A partir das definições expressas em 2.21 é possível reescrever a equação 2.20 da
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seguinte forma:

dn(t)

dt
+ Σavn(t)

[
(1 +B2

gL
2)− (1− β)k(1 +B2

gL
2)
]

=
6∑
i=1

λiCi(t) . (2.22)

Evidenciando-se o termo (1+B2
gL

2) na equação 2.20 e utilizando o tempo médio
de vida do nêutron l, definido em 2.21 obtém-se:

dn(t)

dt
+

[
1− k + βk

l

]
n(t) =

6∑
i=1

λiCi(t) . (2.23)

Nesta etapa, uma nova grandeza é definida, o tempo médio de geração dos nêu-
trons, que corresponde ao tempo entre o nascimento do nêutron e a sua subsequente
absorção que induzirá a fissão nuclear [4].

Λ ≡ l

k
(2.24)

Dividindo a equação 2.23 por k e utilizando o parâmetro Λ, obtém-se:

dn(t)

dt
+

[
1−k
k

+ β

Λ

]
n(t) =

6∑
i=1

λiCi(t) . (2.25)

A partir da reatividade, ρ, definida anteriormente na seção 2.1.1, a equação 2.25
pode então ser rescrita:

dn(t)

dt
=

[
ρ− β

Λ

]
n(t) +

6∑
i=1

λiCi(t) . (2.26)

O mesmo raciocínio pode ser aplicado para o caso da concentração de precursores.
Substituindo-se as equações 2.14 e 2.15 em 2.12, obtém-se:

dCi(t)

dt
ψ(r) = −λiCi(t)ψ(r) + βiνΣfvn(t)ψ(r), i = 1, ...6 . (2.27)

Dividindo a equação 2.27 por ψ(r), tem-se:

dCi(t)

dt
= −λiCi(t) + βiνΣfvn(t), i = 1, ...6 . (2.28)

A partir das definições expressas nas equações 2.21 e 2.24 é possível se obter a
seguinte relação:

1

Λ
=
k

l
=

k∞
(1 +B2

gL
2)
vΣa(1 +B2

gL
2) =

νΣf
Σa

(1 +B2
gL

2)
vΣa(1 +B2

gL
2) = νΣfv . (2.29)

Substituindo-se a relação expressa em 2.29 na equação 2.28, obtém-se:
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dCi(t)

dt
= −λiCi(t) +

βi
Λ
n(t), i = 1, ...6 . (2.30)

Desse modo, as equações 2.26 e 2.30 obtidas são conhecidas como as equações
da cinética pontual :

dn(t)
dt

=
[
ρ−β

Λ

]
n(t) +

∑6
i=1 λiCi(t)

dCi(t)
dt

= βi
Λ
n(t)− λiCi(t), i = 1, ...6

(2.31)

O conjunto de equações 2.31 descrevem, respectivamente, a dependência
temporal da população neutrônica no reator e a concentração do precursores de
nêutrons atrasados [4]. A derivação dessas equações está baseada na admissão
de algumas suposições, tais como: a aproximação da difusão a uma velocidade e
a independência temporal da forma espacial [4]. A validade dessas equações é,
contudo, garantida uma vez que essas podem ser obtidas por meio de uma forma
mais geral, a partir da equação de transporte, sem a necessidade de se admitir as
suposições realizadas [4]. A única diferença apresentada, quando essas equações são
obtidas de forma mais geral, pela equação de transporte, se encontra na definição
dos parâmetros ρ, β e Λ [4]. Sabendo que os valores utilizados para essas grandezas
e empregados neste trabalho são tabelados e o objetivo deste estudo é efetuar uma
comparação entre métodos numéricos, os valores dessas grandezas não afetarão a
validade dos resultados apresentados [4].

A solução deste conjunto de sete equações diferenciais ordinárias acoplados no
tempo não é trivial [4]. As razões para a dificuldade da solução dessas equações
podem ser explicadas pelo fato da reatividade ρ(t) ser normalmente função do tempo
e com frequência ser dependente da própria população de nêutrons. Dessa forma,
as equações serão em geral não lineares [4]. Além disso, é possível se destacar que
os processos nucleares que estão descritos nas equações da cinética pontual 2.31
possuem constantes de tempo da ordem de grandeza muito diferentes como por
exemplo: o tempo médio de geração de nêutrons Λ ∼ 10−6 s − 10−4 s e o maior
tempo médio de vida do grupo de precursor de nêutrons atrasados, da ordem de
80 s, o que complica até mesmo uma solução numérica [4]. O passo de tempo
computacional é frequentemente regulado pela menor constante de tempo, nesse
caso, a vida útil do nêutron [4]. Uma vez que a dinâmica do reator acontece em
uma escala de tempo definida pelos nêutrons atrasados as abordagens diretas não
se mostram suficientes e são necessários métodos numéricos mais refinados [4].
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2.1.3 Obtenção da Equação da Cinética Pontual Inversa

Tendo em consideração que a monitoração do nível de potência do reator P (t) é em
geral uma grandeza mais conveniente de acompanhar, será frequente a expressão
da dependência temporal do reator em termos de P (t) [4].

Sendo a normalização de n(t) arbitrária, e uma vez que existe uma relação linear
entre população de nêutrons, fluxo de nêutrons e potência do reator. Portanto,
em qualquer tempo, é possível relacionar n(t) com a potência instantânea total
produzida pelo reator, P (t) [4]:

n(t)→ P (t) = ωfΣfvn(t) .

Onde, wf representa a energia liberada na fissão.
Dessa forma, as equações 2.31 podem ser reescritas em termos de P (t) da

seguinte forma:

dP (t)

dt
=

[
ρ− β

Λ

]
P (t) +

6∑
i=1

λiCi(t) , (2.32)

dCi(t)

dt
=
βi
Λ
P (t)− λiCi(t), i = 1, ...6 . (2.33)

Sendo, as condições iniciais dadas por:

P (t = 0) = P0 , (2.34)

Ci(t = 0) =
βi

Λλi
P0 . (2.35)

Realizando-se a integração da equação 2.33, obtém-se que:

Ci(t) =
βi
Λ

∫ t

−∞
P (t′)e−λi(t−t

′)dt′ . (2.36)

A substituição da equação 2.36 em 2.32, resulta em:
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dP (t)

dt
=

[
ρ− β

Λ

]
P (t) +

6∑
i=1

λi
βi
Λ

∫ t

−∞
P (t′)e−λi(t−t

′)dt′ . (2.37)

A partir da equação 2.37 e explicitando-se o termo ρ(t), obtém-se:

ρ(t) = β +
Λ

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

6∑
i=1

λiβi

∫ t

−∞
P (t′)e−λi(t−t

′)dt′ . (2.38)

A equação 2.36 pode ainda ser reescrita da seguinte forma:

Ci(t) =
βi
Λ

∫ t

−∞
P (t′)e−λi(t−t

′)dt′ =
βi
Λ

∫ t

0

P (t′)e−λi(t−t
′)dt′ +

Ci(0)

eλit
. (2.39)

Substituindo-se a equação 2.35 em 2.39, tem-se que:

Ci(t) =
βi
Λ

∫ t

0

P (t′)e−λi(t−t
′)dt′ +

βiP0

λiΛeλit
=

βi
Λeλit

[∫ t

0

P (t′)eλit
′
dt′ +

P0

λi

]
. (2.40)

A equação 2.38 pode ser reescrita através da substituição de 2.40 em 2.38, obtém-
se assim que:

ρ(t) = β +
Λ

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

6∑
i=1

λiβi
eλit

[∫ t

0

P (t′)eλit
′
dt′ +

P0

λi

]
. (2.41)

A relação expressa na equação 2.41 é particularmente significativa e representa
a reatividade por meio do método inverso. Essa equação pode ser empregada para
a determinação da evolução temporal da reatividade que é resultado de uma po-
tência de forma específica, sendo a equação básica utilizada para a elaboração de
um reatímetro (medidor de reatividade) digital. Além disso, pode ser utilizada para
planejar o movimento da barra de controle necessário para se produzir a variação
de potência nuclear pretendida [2] [5].

Solução Analítica (Potência conhecida: P (t) = P0e
ωt )

É possível se constatar que a utilização da equação 2.41 para o cálculo em tempo
real da reatividade, ρ(t), é limitada em virtude da sua dependência do histórico
de potência nuclear (a integral presente na equação 2.41). Essa equação 2.41 pode,
contudo, ter uma solução analítica para determinadas formas de potências nucleares,
P (t). Sendo assim, essa solução analítica será empregada como solução de referência
para o benchmarking dos métodos numéricos que serão estudados neste projeto. A
título de exemplo, considerando-se P (t) = eωt, a solução analítica da equação 2.41
é obtida da seguinte forma:
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ρ(t) = β +
Λ

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

6∑
i=1

λiβie
−λit

[
P0

λi
+

∫ t

0

eλit
′
P (t′)dt′

]
. (2.42)

Considerando, P0 = 1, tem-se que:

ρ(t) = β + Λ
eωt

ωeωt − 1
eωt

∑6
i=1 λiβie

−λit
[

1
λi

+ 1
(ω+λi)

e(ω+λi)t − 1
(ω+λi)

]
⇒

ρ(t) = β + Λω −
∑6

i=1 λiβie
−(λi+ω)t

[
1
λi

+ 1
(ω+λi)

e(ω+λi)t − 1
(ω+λi)

]
.

(2.43)

Portanto, a solução analítica da equação 2.41 no caso de uma potência, P (t) =

eωt, é a seguinte:

ρ(t) = β + Λω −
6∑
i=1

ωβi
(ω + λi)

e−(λi+ω)t −
6∑
i=1

λiβi
(ω + λi)

. (2.44)

As soluções analíticas da integral da equação 2.41 para algumas outras variações
de potência são apresentadas na tabela 2.1:

Tabela 2.1: Solução analítica da integral da equação da cinética inversa (2.41) para
algumas funções de Potência P (t′).

P (t′)
∫ t

0
eλit

′P (t′)dt′

eωt
′ e(ω+λi)t−1

ω+λi

1 + ωt′ 1
λ2i

[
(λi − ω)(eλit − 1) + ωλite

λit
]

1 + Asinωt′ 1
λi

(eλit − 1) + A
λ2i+ω

2

[
eλit(λisenωt− ωcosωt) + ω

]
Neste capítulo, foram mostrados alguns conceitos básicos e as equações que de-

finem a cinética pontual de reatores. No próximo capítulo, serão apresentados os
métodos numéricos utilizados para a solução do problema da cinética pontual in-
versa.
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Capítulo 3

Metodologia

Neste capítulo serão apresentados três dos diferentes métodos numéricos utilizados
para a solução do problema da cinética pontual inversa e que foram estudados
neste trabalho. O primeiro método que será descrito neste capítulo é o método do
histórico de potência que baseia-se na discretização do sistema de equações pelo
método de diferenças finitas e pelo emprego do método de trapézio para o cálculo da
integral do histórico de potência, definida no capítulo anterior. O segundo método,
no qual se centraliza este estudo, é o método polinomial de Lagrange proposto por
Malmir e Vosoughi [1]. As fórmulas de três e cinco pontos desse método serão
empregadas para o cálculo da reatividade. No fim, o terceiro método que será
estudado neste projeto é o método das derivadas de Suescún [2]. Este capítulo
descreverá os três métodos numéricos analisados, apresentando as equações que
os descrevem. A aplicação desses métodos e os seus resultados serão descritos no
próximo capítulo.

3.1 Método do Histórico de Potência

Nesse método o cálculo da reatividade é realizado por meio da discretização da
integral da equação da cinética pontual inversa 3.1. O valor da reatividade em um
determinado instante de tempo t é obtido a partir dos valores de potência no tempo
t e nos instantes anteriores a t. Dessa maneira, esse método possui uma abordagem
essencialmente recursiva que possibilita o cálculo contínuo da reatividade.

Hi(t) =

∫ t

−∞
P (t′)e−λi(t−t

′)dt′ (3.1)
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Essa integral é denominada Histórico de Potência [1].

A fim de se obter uma expressão recursiva para o cálculo do histórico de
potência, a equação 3.1 será reescrita da seguinte forma [6]:

Hi(t) = e−λit
[∫ 0

−∞
P (t′)eλit

′
dt′ +

∫ t

0

P (t′)eλit
′
dt′
]
. (3.2)

Aplicando a equação 3.2 em um tempo consecutivo t+ h, obtém-se que:

Hi(t+ h) = e−λi(t+h)

[∫ 0

−∞
P (t′)eλit

′
dt′ +

∫ t+h

0

P (t′)eλit
′
dt′
]
. (3.3)

Reordenando os termos à direita da equação 3.3, tem-se que:

Hi(t+h) = e−λih
(
e−λit

[∫ 0

−∞
P (t′)eλit

′
dt′ +

∫ t

0

P (t′)eλit
′
dt′
]

+ e−λit
∫ t+h

t

P (t′)eλit
′
dt′
)
.

(3.4)
A equação 3.4 pode ser reescrita, a partir da substituição da equação 3.2, e obtém-

se assim uma expressão que permite o cálculo recursivo do histórico de potência :

Hi(t+ h) = e−λih
(
Hi(t) + e−λit

∫ t+h

t

P (t′)eλit
′
dt′
)
. (3.5)

Para o cálculo da integral será então utilizado o método de Trapézio [7]. Esse
método de integração numérica consiste em aproximar o valor da integral através da
soma de trapézios. A aplicação desse método na integral da equação 3.5, definida
como I(t+ h) para facilitar a compreensão, resulta:

Ii(t+ h) ≡
∫ t+h

t

P (t′)eλit
′
dt′ ≈ h

2

[
P (t)eλit + P (t+ h)eλi(t+h)

]
. (3.6)

Realizando-se a substituição do resultado obtido em 3.6 na equação 3.5, é obtido:

Hi(t+ h) = Hi(t)e
−λih +

h

2

[
P (t)e−λih + P (t+ h)

]
. (3.7)

A equação 3.7 permite, portanto, o cálculo recursivo do histórico de potência
expresso na equação 2.41, por meio da aplicação do método de trapézio.

Para o cálculo da derivada da potência nuclear presente na equação 2.41 foi
empregado o método de Diferenças Finitas [8] a fim de se calcular aproximadamente
o valor da derivada. A aplicação do método é expressa como:
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dP (t)

dt
∼=
P (t+ h)− P (t)

h
(3.8)

Dessa forma, para a aplicação do método do histórico de potência na solução da
equação da cinética pontual inversa (2.41) serão empregados o método de integração
de Trapézio para a estimativa da integral do histórico de potência (2◦) e o método
de Diferenças Finitas para o cálculo aproximado da primeira derivada da potência
nuclear (1◦).

ρ = β +
Λ

P (t)

dP (t)

dt︸ ︷︷ ︸
1◦

− 1

P (t)

6∑
i=1

λiβi

∫ t

−∞
P (t

′
)e−λi(t−t

′
)dt
′

︸ ︷︷ ︸
2◦

(3.9)

3.2 Método Polinomial de Lagrange:

O segundo método para o cálculo da cinética pontual inversa 2.41 analisada neste
estudo é proposto por Malmir e Vosoughi [1], e está baseado na aproximação
polinomial de Lagrange. Essa aproximação é realizada a fim de se obter fórmulas
aproximadas da derivada. Sendo {t0, t1...., tn, } (n+1) números distintos em um
intervalo I e f ∈ Cn+1(I). A expansão polinomial de Lagrange de f(t) é descrita
como [9]:

f(t) =
n∑
i=0

f(ti)Li(t) +
(t− t0)....(t− tn)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ(t)) . (3.10)

Onde, ξ(t) é um número entre {t0, t1...., tn, }, Li(t) o i-ésimo coeficiente polino-
mial de Lagrange para f(t) em t0, t1...., tn.

A partir da diferenciação da equação 3.10, obtém-se:

f ′(t) =
∑n

i=0 f(ti)L
′
i(t) +Dt

[
(t−t0)....(t−tn)

(n+1)!

]
f (n+1)(ξ(t))

+ (t−t0)....(t−tn)
(n+1)!

Dt

[
f (n+1)(ξ(t))

]
.

(3.11)

Desse modo, depara-se com um problema na estimativa do erro de truncamento,
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excetuando-se o caso de t ser um dos números tj. Nesse caso, o termo multiplicador
de Dt

[
f (n+1)(ξ(t))

]
em 3.11 se anula e a fórmula é reescrita como [9]:

f ′(tj) =
n∑
i=0

f(ti)L
′
i(tj) +

f (n+1)(ξ(tj))

(n+ 1)!

n∏
i = 0

i 6= j

(tj − ti) . (3.12)

A equação, 3.12 é conhecida como a (n+1)-fórmula para aproximar f ′(tj) [9].
O aumento no número de pontos usados na equação 3.12 rende uma maior

precisão. Deve-se, contudo, levar em conta o aumento do erro de arredondamento
devido ao acréscimo no número de avaliações funcionais. Além disso, é necessário
se considerar que a aplicação do método também produziria um maior retardo, se
fossem considerados um maior número de pontos, o que dificultaria a realização dos
cálculos em tempo real que poderiam ser inviáveis no caso do aumento do tempo
de cálculo. As fórmulas mais comumente utilizadas são as de três e cinco pontos [9]
[1].

A partir da equação 3.12 é possível se obter as fórmulas de três e cinco pontos
de Lagrange. Para isso, é utilizada a discretização do coeficiente polinomial de
Lagrange Li(t) e a sua respectiva derivada:

Li(t) =
n∏

k = 0

k 6= i

(t− tk)
(ti − tk)

⇒ L′i(t) = Dt


n∏

k = 0

k 6= i

(t− tk)
(ti − tk)


. (3.13)

No caso da fórmula de três pontos, tem-se que:



L0(t) = (t−t1)(t−t2)
(t0−t1)(t0−t2)

⇒ L′0(t) = 1
(t0−t1)(t0−t2)

[(t− t1) + (t− t2)]

L1(t) = (t−t0)(t−t2)
(t1−t0)(t1−t2)

⇒ L′1(t) = 1
(t1−t0)(t1−t2)

[(t− t0) + (t− t2)]

L2(t) = (t−t0)(t−t1)
(t2−t0)(t2−t1)

⇒ L′2(t) = 1
(t2−t0)(t2−t1)

[(t− t0) + (t− t1)]

(3.14)

18



Considerando-se que: 
t0 = tj

t1 = tj − h
t2 = tj − 2h

(3.15)

A aplicação de 3.14 e 3.15 na equação 3.12 resulta na fórmula de três pontos:

f ′(tj) = f(tj).
1

h.2h
. [(2h) + (h)] + f(tj − h). 1

−h.h . [(2h) + 0]

+f(tj − 2h). 1
−2h.−h . [(h) + 0] + h.2h

(2+1)!
f (2+1)(ξ)

f ′(tj) = 1
2h

[3f(tj)− 4f(tj − h) + f(tj − 2h)] + h2

3
f (3)(ξ) (3.16)

No caso da fórmula de cinco pontos, tem-se que:

L0(t) = (t−t1)(t−t2)(t−t3)(t−t4)
(t0−t1)(t0−t2)(t0−t3)(t0−t4)

⇒ L′0(t) = [(t−t1)(t−t2)(t−t3)+(t−t1)(t−t2)(t−t4)+(t−t1)(t−t3)(t−t4)+(t−t2)(t−t3)(t−t4)]
(t0−t1)(t0−t2)(t0−t3)(t0−t4)

L1(t) = (t−t0)(t−t2)(t−t3)(t−t4)
(t1−t0)(t1−t2)(t1−t3)(t1−t4)

⇒ L′1(t) = [(t−t0)(t−t2)(t−t3)+(t−t0)(t−t2)(t−t4)+(t−t0)(t−t3)(t−t4)+(t−t2)(t−t3)(t−t4)]
(t1−t0)(t1−t2)(t1−t3)(t1−t4)

L2(t) = (t−t0)(t−t1)(t−t3)(t−t4)
(t2−t0)(t2−t1)(t2−t3)(t2−t4)

⇒ L′2(t) = [(t−t0)(t−t1)(t−t3)+(t−t0)(t−t1)(t−t4)+(t−t0)(t−t3)(t−t4)+(t−t1)(t−t3)(t−t4)]
(t2−t0)(t2−t1)(t2−t3)(t2−t4)

L3(t) = (t−t0)(t−t1)(t−t2)(t−t4)
(t3−t0)(t3−t1)(t3−t2)(t3−t4)

⇒ L′3(t) = [(t−t0)(t−t1)(t−t2)+(t−t0)(t−t1)(t−t4)+(t−t0)(t−t2)(t−t4)+(t−t1)(t−t2)(t−t4)]
(t3−t0)(t3−t1)(t3−t2)(t3−t4)

L4(t) = (t−t0)(t−t1)(t−t2)(t−t3)
(t4−t0)(t4−t1)(t4−t2)(t4−t3)

⇒ L′4(t) = [(t−t0)(t−t1)(t−t2)+(t−t0)(t−t1)(t−t3)+(t−t0)(t−t2)(t−t3)+(t−t1)(t−t2)(t−t3)]
(t4−t0)(t4−t1)(t4−t2)(t4−t3)

(3.17)

Considerando-se desta vez que: 

t0 = tj

t1 = tj − h
t2 = tj − 2h

t3 = tj − 3h

t4 = tj − 4h

(3.18)
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A aplicação de 3.17 e 3.18 na equação 3.12 resulta na fórmula de cinco pontos:

f ′(tj) = f(tj).
[(2h.3h.4h)+(h.3h.4h)+(h.2h.4h)+(h.2h.3h)]

(h.2h.3h.4h)
+ f(tj − h). [(2h.3h.4h)+0+0+0]

(−h.h.2h.3h)

+f(tj − 2h). [0+(h.3h.4h)+0+0]
(−2h.−h.h.2h)

+ f(tj − 3h). [0+0+(h.2h.4h)+0]
(−3h.−2h.−h.h)

+f(tj − 4h). [0+0+0+(h.2h.3h)]
(−4h.−3h.−2h.−h)

+ h.2h.3h.4h
(4+1)!

f (4+1)(ξ)

f ′(tj) =
1

12h
[25f(tj)− 48f(tj − h) + 36f(tj − 2h)− 16f(tj − 3h) + 3f(tj − 4h)]+

h4

5
f (5)(ξ)

(3.19)

Solução do problema da cinética pontual inversa pelo método

de Lagrange

As equações da cinética pontual, expressas em 2.31 podem ser reescritas,
evidenciando-se o termo da reatividade:

ρ(t) = β + Λ
P (t)

dP (t)
dt
− Λ

P (t)

∑6
i=1 λiCi(t) ,

dCi(t)
dt

+ λiCi(t) = βi
Λ
P (t) .

(3.20)

A aplicação das fórmulas de três pontos 3.16 e cinco pontos 3.19 de Lagrange
nas equações da cinética pontual 3.20, resulta:

Fórmula de três pontos de Lagrange:

ρn+1 = β + Λ
Pn+1

1
2h

(3P n+1 − 4P n + P n−1)− Λ
Pn+1

∑6
i=1 λiC

n+1
i ,

Cn+1
i = ( 3

2h
+ λi)

−1
[
βi
Λ
P n+1 + 1

2h
(4Cn

i − Cn−1
i )

]
.

(3.21)

Fórmula de cinco pontos de Lagrange:

ρn+1 = β + Λ
Pn+1

1
12h

(25P n+1 − 48P n + 36P n−1 − 16P n−2 + 3P n−3)− Λ
Pn+1

∑6
i=1 λiC

n+1
i ,

Cn+1
i = ( 25

12h
+ λi)

−1
[
βi
Λ
P n+1 + 1

12h
(48Cn

i − 36Cn−1
i + 16Cn−2

i − 3Cn−3
i )

]
.

(3.22)
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3.3 Método das Derivadas de Suescún

Nesta seção será apresentado o terceiro método empregado, neste trabalho, para
a estimativa da reatividade por meio da solução da equação da cinética pontual
inversa 2.41. O método das derivadas proposto por Suescún [2] está baseado na
integração por partes da integral da equação 2.41. Como resultado desse método,
a reatividade é calculada a partir das derivadas de primeira e segunda ordem da
potência nuclear, sendo impostas algumas restrições nas derivadas da potência
nuclear considerada. É importante ressaltar que essas condições impostas limitarão
as formas de potências que conservarão com exatidão a validade do método.

A integral da equação 2.41 pode ser expressa da seguinte maneira:

D(t) =

∫ t

0

P (t′)e−λi(t−t
′)dt′ (3.23)

Denota-se a derivada de ordem k como � P (k)(t) �, sendo P (0)(t) = P (t).
Realizando a integração por partes da equação 3.23 , tem-se que:

D(t) =
1

λi
e−λi(t−t

′)P (t′) |t0 −
1

λi

∫ t

0

P (1)(t′)e−λi(t−t
′)dt′ (3.24)

Ou mais precisamente:

D(t) =
1

λi
P (t)− P (0)

e−λit

λi
− 1

λi

∫ t

0

P (1)(t′)e−λi(t−t
′)dt′ (3.25)

A integral da equação 3.25 é em seguida definida da seguinte forma:

D1(t) =

∫ t

0

P (1)(t′)e−λi(t−t
′)dt′ (3.26)

Realizando, novamente, uma integração por partes, neste caso em 3.26, é obtido:

D1(t) =
1

λi
P (1)(t)− P (1)(0)

e−λit

λi
− 1

λi

∫ t

0

P (2)(t′)e−λi(t−t
′)dt′ (3.27)

Substituindo a equação 3.27 em 3.25, obtém-se que:

D(t) =
1

λi
P (t)−P (0)

e−λit

λi
− 1

λ2
i

P (1)(t) +
1

λ2
i

P (1)(0)e−λit +
1

λ2
i

∫ t

0

P (2)(t′)e−λi(t−t
′)dt′

(3.28)
Integrando-se n vezes por partes a integral da equação 3.28, obtém-se:
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D(t) = 1
λi
P (t)− P (0) e

−λit

λi
− 1

λ2i
P (1)(t) + 1

λ2i
P (1)(0)e−λit + 1

λ3i
P (2)(t)− 1

λ3i
P (2)(0) e

−λit

λi

− 1
λ4i
P (3)(t) + 1

λ4i
P (3)(0)e−λit + .....− (−1)n+1 1

λn+1
i

P (n)(t) + (−1)n+1 1
λn+1
i

P (n)(0)e−λit

+(−1)n+1 1
λn+1
i

∫ t
0
P (n+1)(t′)e−λi(t−t

′)dt′

(3.29)
É possível assim rescrever a equação 3.29 do seguinte modo :

D(t) = −
∑n

k=0(−1)k+1 1

λk+1
i

P (k)(t) +
∑n

k=0(−1)k+1

1

λk+1
i

P (k)(0)e−λit + (−1)k+1 1

λk+1
i

∫ t
0
P (k+1)(t′)e−λi(t−t

′)dt′ .

(3.30)

A partir da equação 3.30, foram realizadas algumas manipulações algébricas
cuja a demonstração exaustiva foge ao objetivo deste trabalho. O desenvolvimento
completo e criterioso do método realizado pelo autor pode ser encontrado em [2].

É importante, contudo, destacar que esse método impõe algumas condições à
função que representa a potência nuclear P (t). Essas restrições são descritas abaixo
[2]:

P (2k−1)(t) = P (1)(t)
[
P (2)(t)
P (t)

]k−1

, k ∈ N

P (2k)(t) = P (t)
[
P (2)(t)
P (t)

]k
, k ∈ N

P (2)(t)
P (t)

= cte ,∀t

(3.31)

Desse modo, a validade dessas condições é garantida para as formas de po-
tência nuclear, P (t): C1, C1+C2t, C1sin(C2t), C1cos(C2t), C1e

Bt, C1sinh(C2t) e
C1cosh(C2t), sendo C1, C2 constantes [2].

A equação final obtida para o cálculo da reatividade pelo método das Derivadas
de Suescún é descrita abaixo [2]:
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ρ(t) = ΛP (1)(t)
P (t)

+ P (0)
P (t)

∑6
i=1 βi

[
λiP

(1)(t)−P (2)(t)

P (0)λ2i−P (2)(0)

]
−

−P (0)
P (t)

∑6
i=1 λiβie

−λit
[
P (1)(0)−P (0)λi
P (0)λ2i−P (2)(0)

]
−

−P (0)
P (t)

∑6
i=1 βie

−λit .

(3.32)

A expressão 3.32 deixa explícito que para o cálculo da reatividade, será apenas
necessário o valor das derivadas de primeira e segunda ordem, que podem ser obtidas
numericamente, neste trabalho elas foram estimadas usando derivadas centradas
de cinco pontos. A equação também evidencia que o cálculo da reatividade será
capaz de ser estimado continuamente, mesmo depois de uma parada em virtude de
um problema no funcionamento do equipamento. O reinício do cálculo pode ser
realizado quase instantaneamente, uma vez que, todos os valores do lado direito
são conhecidos, necessitando apenas conservar o valor inicial da potência P (0), a
duração da interrupção e o valor atual da potência nuclear [2].

No presente capítulo, foram descritos os métodos numéricos estudados neste tra-
balho, a saber, o método do histórico de potência, o método polinomial de Lagrange
e o método das derivadas de Suescún. As aplicações desses métodos para a solução
do problema da cinética pontual inversa serão apresentados no próximo capítulo.
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Capítulo 4

Resultados e Discussões

Neste capítulo serão apresentados os resultados obtidos pela aplicação dos métodos
descritos no capítulo anterior para o cálculo da reatividade, segundo o modelo da
cinética pontual inversa. Todos os resultados foram obtidos com a ajuda de um
código em linguagem FORTRAN 90.

Neste trabalho, os cálculos da reatividade foram performados, considerando seis
grupos de nêutrons atrasados e os parâmetros cinéticos utilizados estão descritos
na tabela 4.1. Para o cálculo da reatividade a partir do modelo da cinética pontual
inversa, foram empregadas a fórmula 3.9 para a obtenção da reatividade pelo método
do histórico de potência, as fórmulas de três 3.21 e cinco 3.22 pontos de Lagrange e
a fórmula 3.32 para o cálculo da reatividade por meio do método das derivadas de
Suescún.

Tabela 4.1: Parâmetros cinéticos empregados para o cálculo da reatividade pelos
diferentes métodos analisados.

Parâmetro Valor
β1 0,000266
β2 0,001491
β3 0,001316
β4 0,002849
β5 0,000896
β6 0,000182
λ1 0,0127 s−1

λ2 0,0317 s−1

λ3 0,115 s−1

λ4 0,311 s−1

λ5 1,4 s−1

λ6 3,87 s−1

Λ 2,00E-05 s
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4.1 Validação do método de Lagrange

Primeiramente, será testada a acurácia do método de Lagrange. Na seção 4.1.1,
as fórmulas de três (3.21) e de cinco pontos (3.22) foram analisadas para diferentes
passos de tempo computacionais ∆t e frequências ω (períodos do reator), para o
caso de uma potência nuclear exponencial da forma P(t) = eωt . Além disso, na
seção 4.1.2, foi realizada uma análise do desempenho das fórmulas de três e de cinco
pontos para o caso de outras funções de potência nuclear P(t), tais como: rampa e
senoidal.

4.1.1 Potência nuclear exponencial P(t) = eωt

Nesta primeira etapa, considerou-se uma função de potência nuclear de forma expo-
nencial P(t) = eωt. Foram performados cálculos com os passos de tempo ∆t = 0.01 s,
∆t = 0.1 s e ∆t = 1.0 s, de acordo com as frequências ω = 0.1176 s−1, ω = 1.176 s−1

e ω = 11.76 s−1.
A figura 4.1 apresenta as reatividades calculadas pelas fórmulas de três (3.21) e

cinco (3.22) pontos de Lagrange e a solução analítica de referência (2.44), no caso
de uma potência exponencial P(t) = eωt, sendo ω = 11.76 s−1 (ρ ≈ 700 pcm) e
∆t = 0.1 s .

Figura 4.1: Reatividade calculada para uma potência nuclear P (t) = eωt, sendo
ω = 11.76 s−1 e ∆t = 0.1 s

Para esse caso, os resultados obtidos pelas fórmulas de três e cinco pontos
de Lagrange apresentaram os erros máximos de −10, 2515 pcm e −3, 0267 pcm,
respectivamente.
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Na figura 4.2 são mostrados os resultados dos cálculos da reatividade desta vez
para uma potência exponencial P(t) = eωt, sendo ω = 0.1176 s−1 (ρ ≈ 293, 9 pcm)
e ∆t = 1 s. Nesse caso, os erros máximos são iguais a −0, 5336 pcm e 0, 0946 pcm ,
no caso das fórmulas de três e cinco pontos de Lagrange.

Figura 4.2: Reatividade calculada para uma potência nuclear P (t) = eωt, sendo
ω = 0.1176 s−1 e ∆t = 1 s

Além disso, foram realizados os cálculos da reatividade para uma potência
P(t) = eωt, sendo ω = 1.176 s−1. Todos os resultados dos erros máximos obtidos
para os passos de tempo computacionais ∆t = 0.01 s, ∆t = 0.1 s e ∆t = 1 s,
estão reunidos na tabela 4.2. É importante destacar que os erros máximos
foram considerados após um tempo inicial, que é necessário para a aquisição
dos dados de potências nucleares iniciais. No caso da fórmula de 3 pontos foi
considerado o erro máximo após 3∆t e no caso da fórmula de cinco pontos após 5∆t .

A figura 4.3 apresenta as reatividades calculadas para um mesmo passo de
tempo computacional ∆t = 0.1 s e três frequências ω distintas, ω = 0.1176 s−1,
ω = 1.176 s−1 e ω = 11.76 s−1. Observa-se por meio da análise dos três gráficos 4.3
e da tabela 4.2, que conforme a frequência ω aumenta (o período do reator dimi-
nui), será necessário que o tempo computacional ∆t diminua a fim de se obter um
cálculo acurado da reatividade. Constata-se também que em quase todos os casos
considerados, um passo de tempo ∆t = 0.1 s apresenta uma acurácia satisfatória
[1].
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Tabela 4.2: Erros máximos para diferentes tempos computacionais ∆t, frequências
ω e métodos numéricos.

ω (s−1) ∆t(s) Erro max. (pcm) Erro max. (%) TErro max(s) Método
0.1176 0.1 -0,0348 -0,1156 0,4 Lagrange 3 pontos

0,0119 0,0215 0,8 Lagrange 5 pontos

0.1176 1.0 -0,5336 -0,3055 4 Lagrange 3 pontos
0,0946 0,0419 7 Lagrange 5 pontos

1.176 0.01 -0,0081 -0,0235 0,04 Lagrange 3 pontos
0,0024 0,0038 0,08 Lagrange 5 pontos

1.176 0.1 -0,4513 -0,1825 0,4 Lagrange 3 pontos
0,0512 0,0144 0,7 Lagrange 5 pontos

1.176 1.0 -21,9353 -3,8879 442 Lagrange 3 pontos
-6,2432 -1,1066 567 Lagrange 5 pontos

11.76 0.01 -0,1874 -0,0268 43,65 Lagrange 3 pontos
0,0107 0,0029 0,06 Lagrange 5 pontos

11.76 0.1 -10,2515 -1,4636 43,9 Lagrange 3 pontos
-3,0267 -0,4321 43,9 Lagrange 5 pontos

Figura 4.3: Reatividade calculada para uma potência nuclear P (t) = eωt, sendo ∆t

= 0.1 s e ω = 0.1176 s−1 (direita), ω = 1.176 s−1 (centro) e ω = 11.76 s−1(esquerda)

4.1.2 Diferentes funções de potência nuclear P(t)

Como uma outra maneira de validação do método numérico de Lagrange, foi reali-
zado um estudo da reatividade obtida a partir de outras funções de potência nuclear,
tais como rampa, P(t) = 1 + ωt, senoidal, P(t) = 1 + Asinωt e exponencial, P(t)
= eαt

2 . As soluções analíticas da equação 2.41 para esses casos estão descritas na
tabela 2.1.

A figura 4.4 apresenta a reatividade calculada pela fórmula de três pontos de
Lagrange e a solução analítica de referência (tabela 2.1), no caso de uma potência
P(t) = 1 + ωt, sendo ω = 1 s−1 e o passo de tempo computacional ∆t = 0.1 s−1.
Os erros máximos obtidos pela diferença da solução analítica e as fórmulas de três e
cinco pontos de Lagrange são respectivamente iguais a −0.2032 pcm (em t = 0.4s)
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Figura 4.4: Reatividade calculada para uma potência nuclear P (t) = 1 + ωt, sendo
ω = 1 s−1 e ∆t = 0.1 s

e −0.0616 pcm (em t = 0.8s).

Figura 4.5: Reatividade calculada para uma potência nuclear P (t) = 1 + Asinωt,
sendo ω = π

10
s−1, A = 1 e ∆t = 0.1 s

Um outro exemplo utilizado para a validação do método numérico de Lagrange
consiste no cálculo da reatividade a partir de uma potência senoidal P(t) = 1 +

Asinωt, sendo A = 1 e ω = π
10
s−1. Assim como no exemplo anterior, as fórmulas de

três e cinco pontos de Lagrange foram aplicadas e comparadas à solução analítica.
Os erros máximos obtidos, nesse caso, foram de −0.0781 pcm (em t = 0.4 s) e
0.0279 pcm (em t = 0.8 s) para um passo de tempo ∆ = 0.1 s. Na figura 4.5 é
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apresentada a reatividade calculada utilizando a fórmula de três pontos de Lagrange
e a solução de referência.

Figura 4.6: Reatividade calculada para uma potência nuclear P (t) = eαt
2 , sendo

α = 1.7 s−1 e solução analítica ρ(t) = β + 2αΛt

Por último, calculou-se a evolução da reatividade a partir de uma potência nu-
clear da forma P(t) = eαt

2 . Sabe-se que a solução analítica da equação 2.41, no
caso de uma potência nuclear P(t) = eαt

2 para um longo período de tempo é igual
a ρ(t) = β + 2αΛt. A figura 4.6 apresenta as reatividades calculadas pelas fórmu-
las de três e cinco pontos de Lagrange e pela reta β + 2αΛt , sendo α = 1.7 s−1.
Observa-se que as reatividades calculadas pelos métodos de três e cinco pontos de
Lagrange somente convergirão para a reta β + 2αΛt em longos períodos de tempo
[1]. A velocidade da convergência é, contudo, diferente para cada uma das fórmu-
las. A figura 4.6 mostra que a fórmula de três pontos de Lagrange com um passo
de tempo computacional de ∆t = 0.001 s é praticamente equivalente a fórmula de
cinco pontos de Lagrange com um passo de tempo computacional de ∆t = 0.01 s,
sendo essa última menos precisa do que a primeira [1].

4.2 Comparação dos métodos numéricos

4.2.1 Resultados da aplicação dos métodos numéricos

Nesta seção, será realizado um estudo comparativo entre os métodos numéricos
descritos no capítulo anterior. O método de Lagrange (fórmulas de três e cinco
pontos de Lagrange) será comparado ao método do histórico de potência e ao método
das derivadas de Suescún [2]. A tabela 4.3 apresenta os erros máximos obtidos
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entre as reatividades calculadas pelos métodos numéricos estudados e a solução
de referência. Os cálculos foram realizados para uma potência nuclear de forma
exponencial P(t) = eωt, para três tipos de frequência (período do reator), ω =

0.1176 s−1, ω = 1.176 s−1 e ω = 11.76 s−1 e três passos de tempo computacionais,
∆t = 0.01 s, ∆t = 0.1 s e ∆t = 1.0 s.

Tabela 4.3: Erros máximos (em pcm) para vários passos de tempo computacionais
∆t, frequências ω e para os 4 métodos numéricos analisados.

ω (s−1) ∆t (s) Erro max. (pcm) Erro max. (%) TErro max(s) Método
0.1176 0.1 -0,0348 -0,1156 0,4 Lagrange 3 pontos

0,0119 0,0215 0,8 Lagrange 5 pontos
-0,4286 -0,1458 3378,7 Histórico

4,98E-06 2,00E-06 5022 Derivadas

0.1176 1.0 -0,5336 -0,3055 4 Lagrange 3 pontos
0,0946 0,0419 7 Lagrange 5 pontos

-37,6950 -12,8270 4774 Histórico
0,0151 0,0051 4999 Derivadas

1.176 0.01 -0,0081 -0,0235 0,04 Lagrange 3 pontos
0,0024 0,0038 0,08 Lagrange 5 pontos
-0,0207 -0,0037 435,38 Histórico

5,18E-07 0,00E-00 435,38 Derivadas

1.176 0.1 -0,4513 -0,1825 0,4 Lagrange 3 pontos
0,0512 0,0144 0,7 Lagrange 5 pontos
-0,8281 -0,1468 218,1 Histórico
-0,0010 -0,0002 1,5 Derivadas

1.176 1.0 -21,9353 -3,8879 442 Lagrange 3 pontos
-6,2432 -1,1066 567 Lagrange 5 pontos
-59,7141 -10,5840 442 Histórico
-10,7271 -2,0318 2 Derivadas

11.76 0.01 -0,1874 -0,0268 43,65 Lagrange 3 pontos
0,0107 0,0029 0,06 Lagrange 5 pontos
-1,3641 -0,1948 43,63 Histórico
-0,0002 -0,0006 0 Derivadas

11.76 0.1 -10,2515 -1,4636 43,9 Lagrange 3 pontos
-3,0267 -0,4321 43,9 Lagrange 5 pontos
-12,9752 -1,8524 43,9 Histórico
-1,7673 -0,0751 0 Derivadas

Os resultados da tabela 4.3 mostraram que para esses métodos o passo de tempo
computacional ∆t é muito importante para a obtenção de resultados acurados prin-
cipalmente nos casos de reatividades mais elevadas. As fórmulas de três e cinco
pontos de Lagrange apresentaram resultados satisfatórios em quase todos os casos,
tendo resultados menos precisos somente nos casos em que a inserção de reatividade
é mais alta (exemplo: erro máximo de −21.9353 pcm e −6.2432 pcm no caso de
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ω = 1.176 s−1 e ∆t = 1.0 s).
Observa-se que o cálculo da reatividade pelo método do histórico de potência

apresentou resultados satisfatórios nos casos em que a potência nuclear não cresce
rapidamente (exemplo: erro máximo = −0.0207 pcm para o caso de ω = 1.176 s−1

e ∆t = 0.01 s). Contudo, esse método não é bastante preciso nos casos em que
a reatividade é muito alta (exemplo: erro máximo = −59.7141 pcm para o caso
de ω = 1.176 s−1 e ∆t = 1.0 s). Além disso, esse método apresentou os maiores
erros máximos quando comparado aos demais métodos. Uma explicação para esse
resultado se encontra no fato desse método numérico está baseado na utilização do
método de diferenças finitas. Segundo Alessandro [10], nesses casos, o intervalo de
tempo mínimo necessário para garantir uma estabilidade na solução e para resultados
precisos deve ser uma ordem de grandeza inferior ao valor de Λ, ou seja, 10−6 s.

Os resultados obtidos pela aplicação do método das derivadas de Suescún são
melhores que os obtidos pelos outros métodos, em quase todos os casos, sendo su-
perado somente pela fórmula de cinco pontos de Lagrange no caso de ω = 1.176 s−1

e ∆t = 1.0 s. Nesse caso, o erro máximo da fórmula de cinco pontos de Lagrange
(erro máximo de −6.2432 pcm) é inferior ao apresentado pelo método das derivadas
de Suescún (−10.7271 pcm).

De acordo com os resultados apresentados na tabela 4.3, constata-se que a fór-
mula de cinco pontos de Lagrange e o método das Derivadas de Suescún apresen-
taram os resultados mais precisos. Por conta disso, foi realizado um estudo mais
aprofundado da performance desses dois métodos a fim de se elucidar as vantagens
e limitações da aplicação de cada método. Para isso, foram realizados cálculos da
reatividade utilizando a fórmula de cinco pontos de Lagrange e o método das deriva-
das de Suescún [2], para quatro frequências ω (períodos do reator), ω = 0.01046 s−1,
ω = 0.12353 s−1, ω = 1.00847 s−1 e ω = 1.176 s−1 e para sete passos de tempo com-
putacionais distintos ∆t = 0.01 s, ∆t = 0.05 s, ∆t = 0.1 s, ∆t = 0.5 s, ∆t = 1.0 s,
∆t = 2.0 s e ∆t = 3.0 s. Os resultados dos erros máximos são apresentados na
tabela 4.4.

Conforme o esperado, a acurácia dos resultados aumenta à medida que o passo de
tempo computacional ∆t diminui. De acordo com os resultados, nos caso em que a
inserção de reatividade é mais elevada (ω = 1.176 s−1) e os tempos computacionais
elevados (∆t > 1.0 s), o método de Lagrange (fórmula de cinco pontos) possui
resultados mais estáveis e acurado (exemplo: −58, 1 pcm para ∆t = 3.0 s), enquanto
que no método das derivadas de Suescún o resultado converge para valores cada vez
maiores (exemplo: −870 pcm para ∆t = 3.0 s).
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Tabela 4.4: Comparação entre os erros máximos (em pcm) resultantes dos métodos
de 5 pontos de Lagrange e o das Derivadas de Suescún no caso de uma potência
nuclear exponencial P(t) = eωt .

ω (s−1) ∆t (s) Lagrange 5p Derivadas
0.01046 0.01 2,38E-05 0,00E+00

0.05 3,98E-04 0,00E+00
0.1 1,15E-03 0,00E+00
0.5 1,05E-02 -3,30E-09
1.0 1,83E-02 -5,21E-08
2.0 3,10E-02 -8,33E-07
3.0 7,43E-02 -4,22E-06

ω (s−1) ∆t (s) Lagrange 5p Derivadas
0.12353 0.01 2,78E-04 1,00E-10

0.05 4,50E-03 3,21E-08
0.1 1,24E-02 5,14E-07
0.5 8,30E-02 3,21E-04
1.0 9,46E-02 5,15E-03
2.0 -6,22E-02 8,29E-02
3.0 -2,60E-01 4,24E-01

ω (s−1) ∆t (s) Lagrange 5p Derivadas
1.00847 0.01 2,12E-03 -7,60E-07

0.05 2,60E-02 -1,08E-05
0.1 5,04E-02 -1,72E-04
0.5 -5,53E-01 -1,09E-01
1.0 -4,40E+00 -1,83E+00
2.0 -2,28E+01 2,52E+01
3.0 -4,80E+01 -9,24E+02

ω (s−1) ∆t (s) Lagrange 5p Derivadas
1.17600 0.01 2,43E-03 5,18E-07

0.05 2,85E-02 -6,25E-05
0.1 5,12E-02 -1,00E-03
0.5 -8,55E-01 -6,48E-01
1.0 -6,24E+00 -1,07E+01
2.0 -2,92E+01 1,65E+02
3.0 -5,81E+01 -8,70E+02

Além disso, é preciso se destacar que durante as simulações do método das deri-
vadas de Suescún [2], o erro máximo para frequências muito baixas ( ω = 0.1046s−1

e ω = 0.12353s−1) apresentou algumas flutuações, com o erro máximo sendo supe-
rior em passos de tempo ∆t inferiores. Esse resultado é melhor descrito nas tabelas
4.5 e 4.6. Para melhor compreender esse resultado contraintuitivo foi realizado um
estudo comparativo dos cálculos, quando realizados com dupla e quádrupla precisão
e os resultados estão expostos nas tabelas 4.5 e 4.6.
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Para a melhor compreensão da abordagem utilizada, é preciso esclarecer que
linguagem de programação utilizada neste estudo, FORTRAN, permite que o usuário
defina o nível de precisão com que os cálculos serão realizados, ou seja, o número de
algarismos significativos que serão utilizados. Neste estudo, todos os cálculos foram
realizados com dupla precisão, somente nos casos em que o resultado se mostrou
contraintuitivo que se justificou um estudo mais aprofundado para se entender a
natureza do erro associado e por isso os cálculos foram performados com quádrupla
precisão. Os resultados são mostrados nas tabelas 4.5 e 4.6.

Tabela 4.5: Comparação do cálculo da reatividade pelo método das Derivadas de
Suescún realizado com dupla e quádrupla precisão, no caso de uma potência nuclear
exponencial P (t) = eωt sendo ω = 0.01046 s−1.

ω (s−1) ∆t (s) Dupla precisão Quádrupla precisão
0.01046 0.01 -1,27E-04 0,00E+00

0.05 5,38E-06 0,00E+00
0.1 1,05E-05 0,00E+00
0.5 -4,00E-07 -3,30E-09
1.0 -1,50E-07 -5,21E-08
2.0 -8,60E-07 -8,33E-07
3.0 -4,23E-06 -4,22E-06

Tabela 4.6: Comparação do cálculo da reatividade pelo método das Derivadas de
Suescún realizado com dupla e quádrupla precisão, no caso de uma potência nuclear
exponencial P (t) = eωt sendo ω = 0.12353 s−1.

ω (s−1) ∆t (s) Dupla precisão Quádrupla precisão
0.12353 0.01 1,12E-04 1,00E-10

0.05 4,21E-06 3,21E-08
0.1 1,56E-06 5,14E-07

A teoria afirma que o erro numérico total pode ser definido pela a soma dos
erros de truncamento e de arredondamento [11]. Os erros de truncamento se refe-
rem ao erro devido ao uso de alguma aproximação em substituição de um esquema
matemático exato. Os erros de arredondamento são aqueles referentes às limitações
inerentes na representação dos números por um computador.

O único método que pode ser utilizado para minimizar os erros de arredonda-
mento se encontra na melhora da representação numérica, ou seja, pelo aumento no
número de algarismos significativos (aumento da precisão).

O erro de truncamento é minimizado pela diminuição do passo de tempo com-
putacional ∆t. Essa redução do passo de tempo também estará associada a um
aumento no número de cálculos e de cancelamentos e com isso os erros de arre-
dondamento também poderão aumentar. Obtém-se assim um dilema, no qual a
diminuição de uma componente do erro total ocasiona o crescimento da outra com-
ponente [11]. Esse resultado é perceptível sobretudo nos casos em que a reatividade é
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pequena, quando o erro máximo obtido representa uma grande proporção do próprio
valor da reatividade.

Levando isso em consideração, é possível se explicar o aumento do erro total
mesmo com a diminuição do passo de tempo computacional, conforme exposto nas
tabelas 4.5 e 4.6 e a diminuição do erro após o aumento da precisão empregada para
o cálculo.

4.2.2 Resultados após interrupção do cálculo

Foi realizado também um estudo considerando-se desta vez uma parada na aquisição
da potência e consequentemente uma interrupção no cálculo da reatividade. Assim
como anteriormente, considera-se uma função de potência exponencial P (t) = eωt.
Os resultados são apresentados nas figuras 4.7, 4.8 e 4.9. Nós podemos destacar que
quanto maior a frequência ω menor será o período do reator e consequentemente
mais rápido tenderá ao valor assintótico.

Figura 4.7: Cálculo da reatividade para uma potência nuclear P (t) = eωt, sendo
ω = 0.1176 s−1 e ∆t = 1 s, interrupção em 25 s e retomada a partir de 60 s.
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Figura 4.8: Cálculo da reatividade para uma potência nuclear P (t) = eωt, sendo
ω = 1.176 s−1 e ∆t = 1 s, interrupção em 15 s e retomada a partir de 36 s.

Figura 4.9: Cálculo da reatividade para uma potência nuclear P (t) = eωt, sendo
ω = 11.76 s−1 e ∆t = 0.1 s, interrupção em 5 s e retomada a partir de 12 s.

Verifica-se no caso do método das derivadas de Suescún, que os resultados coinci-
dem quase como se não houvesse tido uma interrupção, retornando instantaneamente
após a interrupção e sendo interrompida 2 passos de tempo antes [2].

Para o caso do método de Lagrange de três e cinco pontos, a convergência não
ocorre instantaneamente como no caso do método das derivadas de Suescún, contudo
apresenta resultados bem próximos à medida que o passo de tempo diminui.
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Capítulo 5

Conclusões e Perspectivas

Neste trabalho, foi estudado um método numérico para o cálculo da reatividade
através da solução do problema da cinética pontual inversa. Esse método, proposto
por Malmir e Vosoughi [1], está baseado no método polinomial de Lagrange e a sua
aplicação implica na eliminação da dependência do histórico de potência.

As fórmulas de três e cinco pontos do método Lagrange foram analisadas nos
casos de diferentes funções de potências nucleares, tais como exponencial, rampa e
senoidal e com diferentes passos de tempo computacionais. Os resultados obtidos
demonstraram a precisão do método de Lagrange (as fórmulas de três e cinco
pontos) nos casos analisados [1].

Os erros apresentados pela aplicação da fórmula de cinco pontos de Lagrange
é significativamente inferior aos apresentados pela fórmula de três pontos de
Lagrange, principalmente nos casos de grandes passos de tempo computacionais.
O método de Lagrange, sobretudo no caso da fórmula de cinco pontos, pode ser
utilizado para a medição em tempo real da reatividade, apresentando resultados
satisfatórios em quase todos os casos com um passo de tempo computacional de
0.1 s [1].

A comparação da aplicação do método de Lagrange com os outros dois métodos
numéricos (Derivadas de Suescún e o Histórico de Potência) analisados, neste
trabalho, demonstram a eficiência do método de Lagrange, sobretudo para passos
de tempos computacionais superiores a 1 s, no caso de transientes lentos (grandes
períodos do reator). Os resultados demonstram que a vantagem mais expressiva do
método de Lagrange é a convergência e estabilidade em grandes passos de tempo
computacionais [1].

Uma possível maneira de estender e enriquecer este estudo, está na realização
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de um estudo comparativo entre os métodos numéricos estudados levando em conta
não somente o erro máximo mas também o tempo de simulação de cada método.

Além disso, para continuar enriquecendo a base de validação do método é
possível se analisar o desempenho do método de Lagrange em uma situação real,
como no caso do reator Argonauta, reator de pesquisa do Rio de Janeiro que possui
dados de potência nuclear.
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