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Resumo do Projeto de Graduação apresentado à Escola Politécnica/ UFRJ como
parte dos requisitos necessários para a obtenção do grau de Engenheiro Nuclear.

NOVO MÉTODO DA CINÉTICA PONTUAL INVERSA PARA REATORES
TÉRMICOS

Vinícius de Melo Monteiro

Novembro/2022

Orientador: Aquilino Senra Martinez

Curso: Engenharia Nuclear

Neste trabalho, um novo método para o cálculo da reatividade a partir do mé-
todo inverso da cinética pontual dos reatores nucleares é apresentado comparando
com o método de referência da literatura, onde resultados são mostrados que vali-
dam a vantagem do método proposto sobre a recuperação do reatímetro nos casos
que, inadvertidamente, há perda de sinal ou falha nos cálculos de reatividade no
reatímetro. Esta vantagem se deu a partir da transformação de um método integro-
diferencial em uma equação diferencial, sendo possível desenvolver um método nu-
mérico eficiente para resolver a equação diferencial, ao mesmo tempo que mantém a
estabilidade das soluções até mesmo com as variações da rigidez dos problemas de
equações diferencias para os diferentes casos de cálculo da reatividade. O resultado
quanto ao tempo de convergência que leva a curva do método novo e a curva do
método antigo convergirem após serem reiniciadas chegou a ordem de minutos de
diferença para alguns casos, mostrando a eficiência do novo método proposto, que
por sua vez não depende do histórico de potência nuclear do reator.
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Abstract of Undergraduate Project presented to POLI/UFRJ as a partial fulfillment
of the requirements for the degree of Engineer.

NOVEL INVERSE POINT KINETICS METHOD FOR THERMAL NUCLEAR
REACTORS

Vinícius de Melo Monteiro

November/2022

Advisor: Aquilino Senra Martinez

Course: Nuclear Engineering

In this work, a novel method for calculating the reactivity from the inverse
method of the point kinetics of nuclear reactors is presented comparing with the
reference method in the literature, where results are shown that validate the advan-
tage of the proposed method over the recovery of the ractometer in the cases where,
inadvertently, there is a loss of signal or failure in the reactivity calculations in the
ractometer. This advantage came from the transformation of an integral-differential
method into a differential equation, making it possible to develop an efficient numer-
ical method to solve the differential equation, while maintaining the stability of the
solutions even with variations in the rigidity of the problems. of differential equa-
tions for the different cases of calculation of the reactivity. The result regarding the
convergence time that takes the curve of the new method and the curve of the old
method to converge after being restarted reached the order of minutes of difference
for some cases, showing the efficiency of the proposed new method, which in turn
does not depend on the nuclear power history of the reactor.
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Capítulo 1

Introdução

A reatividade pode ser definida como um desvio da condição de criticalidade do
reator nuclear, logo, é uma medida do estado de um reator nuclear em relação a
onde ele estaria se estivesse em um estado crítico, produzindo a mesma quantidade
de nêutrons que é perdida, sendo indispensável no controle da reação de fissão nuclear
em cadeia que ocorre no núcleo de reatores nucleares.

No estudo da cinética de reatores nucleares, onde lidamos com problemas depen-
dentes do tempo, por exemplo, na partida e no desligamento de um reator. Esses
problemas dependentes do tempo são de importância prática fundamental na in-
vestigação da estabilidade e segurança do reator, tanto em condições normais de
operação quanto como em condições anormais, que possa levar a algum acidente.
Além disso, vários experimentos dependentes do tempo têm sido usados para de-
terminar quantidades de interesse, como a reatividade de um reator nuclear, onde
é aplicado o método inverso da cinética. [4]. Esse método inverso é uma medição
de reatividade baseada nas equações de cinética dos reatores. Quando o método é
aplicado a um nível de potência suficientemente alto ou a um núcleo sem uma fonte
externa de nêutrons, o termo fonte de nêutrons pode ser desprezado.

Portanto, independente do propósito do reator, conhecer o comportamento desta
grandeza é essencial. Consequentemente, equipamentos, como o reatímetro, capazes
de fornecer em tempo real a variação da reatividade do reator são necessários.

Durante a partida do reator nuclear, um reatímetro deve estar em operação para
realizar os testes físicos, adquirindo online os dados da potência nuclear através de
um sistema de aquisição de dados e calculando a reatividade através da solução
do método inverso da cinética pontual. Até agora, os métodos existentes resolvem
uma equação de referência baseada no histórico de potência nuclear do reator ou
algo equivalente, que dependem de uma quantidade de tempo maior para coleta dos
dados para inicializar os cálculos da reatividade.

Entretanto, durante a operação de um reatímetro, pode ocorrer uma perda de
aquisição do sinal de potência nuclear ou alguma falha inesperada no cálculo da
reatividade, forçando o reinício do reatímetro. Quando isso ocorre, há a necessidade
de um acúmulo do histórico de potência nuclear por um intervalo de tempo maior
que o maior valor do parâmetro cinético do nêutron de decaimento λ. Em geral, o
intervalo de aquisição de dados é de um segundo, o que pode resultar na necessidade
de realizar mais de 120 aquisições para reiniciar o cálculo de reatividade.

Neste trabalho, é apresentado um novo método para calcular a reatividade, onde
não há necessidade em conhecer o histórico de potência nuclear do reator, permi-
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tindo a otimização da sua monitoração por não depender de um intervalo de tempo
de aquisição de dados significativo para começar o cálculo da reatividade, sendo pro-
posta uma medição quase que imediata a partir do início do seu funcionamento após
coletar três pontos diferentes de potência nuclear. Para isto, foi derivada uma equa-
ção diferencial linear que, entre outras vantagens, é independente do histórico da
potência nuclear, permitindo que a reatividade seja calculada a qualquer momento
sem perda de acurácia após o desligamento inesperado do reatímetro.

1.1 Motivação
Desenvolver métodos que facilitem o processo de obtenção da reatividade dimi-

nuindo a complexidade do processamento, podem ajudar, principalmente, reatores
nucleares de uso não comercial, como os reatores de pesquisa, onde não há neces-
sidade de equipamento de alto custo financeiro para monitorar parâmetros como a
reatividade durante o seu funcionamento. Uma das ideias é poder usar os resul-
tados deste trabalho no desenvolvimento de um reatímetro para o reator nuclear
Argonauta do Instituto de Engenharia Nuclear — IEN.

1.2 Objetivo
Desenvolvimento de um novo método para o cálculo da reatividade de um reator

nuclear, com menor complexidade como os encontrados na maioria da literatura.
Desconsiderando a influência do tempo médio de vida de geração dos nêutrons, e
visando não ser necessário conhecer o histórico de potência do reator, facilitando
medições e evitando a dependência de dados que podem ser perdidos devido a im-
previstos durante a operação do reatímetro, consequentemente, diminuindo o tempo
de recuperação da curva da reatividade após reinício da obtenção de dados depois
de um tempo pré-determinado para o restabelecimento da operação do reatímetro.

1.3 Organização deste trabalho
A seguir, no capítulo 2, é realizada a fundamentação teórica por trás dos métodos

utilizados, com as explicações de conceitos relevantes para realização deste projeto,
seguida por uma breve revisão bibliográfica, onde são citados alguns autores com
projetos com uma proposta parecida ou/e relevante para este trabalho.

No capítulo 3, é desenvolvida toda metodologia para alcançar o objetivo pro-
posto, com as deduções a partir do resultado mostrado na fundamentação teórica
pela equação da cinética pontual inversa. Além disso, é explicado como as análises
serão realizadas para validar os resultados a partir de umas considerações iniciais
necessárias.

No capítulo 4, os resultados são mostrados, principalmente, em formas visuais
através de gráficos, e há discussões sobre os diferentes casos analisados.

No capítulo 5, as conclusões deste trabalho são apresentadas. Em seguida, é
mostrada a lista das referências da literatura utilizadas.

Por fim, no apêndice, são apresentados os parâmetros cinéticos utilizados nos
cálculos; e o código do programa realizado para resolver numericamente o método
novo proposto.
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Capítulo 2

Fundamentação Teórica

2.1 Geração de nêutrons no reator nuclear
Quando um nêutron colide com um núcleo pesado, como 235-U ou 239-Pu, ele

divide o núcleo em dois núcleos chamados de fragmentos de fissão. Nesse processo,
vários nêutrons, vários raios gama e neutrinos também são liberados. Múltiplos
nêutrons são produzidos por uma única reação de fissão. Se um desses nêutrons
causar outro evento de fissão, isso resultará em outra emissão de nêutrons, seguida
por mais eventos de fissão e assim por diante. Isso é chamado de reação em cadeia
de fissão.

Para sustentar uma reação em cadeia de fissão estável e, assim, alcançar uma
taxa de produção constante de energia de fissão, deve-se projetar um reator nuclear
de tal forma que as taxas de absorção e fuga de nêutrons sejam equilibradas pela
taxa de produção de nêutrons de fissão.

Um dado nêutron “nascerá” em um evento de fissão e então geralmente se espa-
lhará pelo reator até encontrar sua eventual “morte” em uma reação de absorção ou
por fuga do reator. Certos números desses nêutrons serão absorvidos por núcleos
físseis e induzirão mais fissão, levando assim ao nascimento de novos nêutrons de
fissão, isto é, a uma nova “geração” de nêutrons de fissão. Suponha que pudésse-
mos de alguma forma medir o número de nêutrons em duas gerações sucessivas de
nêutrons de fissão. Nós então definiríamos a razão desses números como o fator de
multiplicação k caracterizando a reação em cadeia.

O fator de multiplicação de nêutrons efetivo, keff , é definido como a razão entre
a produção e a perda de nêutrons (absorção mais fuga de nêutrons do reator). Em
um reator de tamanho infinito, a perda de nêutrons consiste apenas na absorção
de nêutrons, e k pode ser expresso como o fator de multiplicação de nêutrons no
infinito, k∞. No entanto, o tamanho real do reator é limitado e, além da absorção de
nêutrons, a fuga de nêutrons do reator precisa ser considerado. Neste caso, o fator
de multiplicação é expresso como o fator de multiplicação de nêutrons efetivo, keff .

keff =
Taxa de produção de nêutrons

Taxa de perda de nêutrons
(2.1)

Se keff = 1, o número de nêutrons é constante no reator. Em outras palavras,
a taxa de fissão é constante e a liberação de energia constante continua. Neste
estado, o reator está operando no estado crítico. Se keff < 1, o número de nêutrons
diminui gradualmente no reator com a progressão da reação em cadeia de fissão.
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Neste estado, o estado do reator é subcrítico. No entanto, se keff > 1, a taxa de
reação em cadeia aumenta e o reator está no estado supercrítico.

A definição da constante de multiplicação keff em termos de sucessivas gerações
de nêutrons de fissão é às vezes conhecida como o ponto de vista do “ciclo de vida”
devido à sua semelhança com o crescimento biológico da população. Esta definição é
um pouco estranha, no entanto, dado que geralmente é bastante difícil determinar o
tempo de geração de nêutrons. Por exemplo, alguns nêutrons podem induzir a fissão
imediatamente após seu nascimento em uma reação de fissão. Outros podem pri-
meiro desacelerar para energias térmicas antes induzindo a fissão. Alguns nêutrons
podem não induzir reações de fissão, mas serão absorvidos na captura improdutiva
ou fugirão para fora do sistema. [5]

Considerando alguma perturbação no fator de multiplicação keff , podemos che-
gar em uma definição da reatividade, que mede o desvio do fator de multiplicação dos
nêutrons no núcleo de um reator do estado crítico, keff = 1. Assim, a reatividade ρ
pode ser definida como

ρ =
keff − 1

keff
(2.2)

2.2 Tempo de vida do nêutron
Uma grandeza importante na cinética do reator é o tempo de vida do nêutron,

ou seja, o tempo médio decorrido entre a liberação de um nêutron em uma reação de
fissão e sua perda do sistema por absorção ou escape. Por conveniência de cálculo,
o tempo de vida em um reator térmico pode ser dividido em duas partes; ou seja,
(1) o tempo de desaceleração, ou seja, o tempo médio necessário para os nêutrons
de fissão desacelerarem para energias térmicas, e (2) o tempo de vida do nêutron
térmico (ou tempo de difusão), ou seja, o tempo médio onde os nêutrons térmicos
se difundem antes de se perder de alguma forma.

Quantidades relacionadas podem ser definidas além dessas duas, como tempo de
geração, vida útil para reator infinito, etc. Embora definições claras e interpretações
físicas estejam disponíveis para todos esses parâmetros, seus valores numéricos são
bastante semelhantes para a maioria dos casos usuais, portanto, a distinção entre
esses parâmetros é um tanto acadêmica e sem consequências em reatores comuns.

Portanto, a definição de vida imediata do nêutron é: tempo entre o nascimento
de um nêutron da fissão e sua morte (por perda devido à fuga, ou por perda devido
à absorção parasitária, ou por perda devido à absorção no combustível). Os valores
desse parâmetro variam de frações de microssegundo (reatores rápidos) a dezenas de
milissegundos (reatores experimentais altamente moderados). Em um meio infinito,
os nêutrons térmicos são perdidos apenas por absorção; o tempo de vida térmico,
l, é então igual ao caminho livre médio de absorção, λa, dividido pela velocidade
média, v, dos nêutrons térmicos, assim:

l =
λa
v

=
1

vΣa

(2.3)

onde Σa é a seção de choque de absorção macroscópica total para nêutrons tér-
micos. [6]
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No entanto, ao considerar um meio finito, os nêutrons térmicos são perdidos
também por absorção pela estrutura do reator, ao incluir os efeitos da difusão e da
geometria, levando a seguinte mudança na Eq. 2.3

l =
1

vΣa

(
1 + L2B2

g

) (2.4)

2.3 Nêutrons prontos e nêutrons atrasados
A maioria dos nêutrons (99,35% para fissão do isótopo 235-U por nêutrons tér-

micos) são emitidos imediatamente por um evento de fissão nuclear. Estes são
chamados de “nêutrons prontos”. Alguns nêutrons são emitidos um pouco após a
fissão nuclear sendo chamados de “nêutrons atrasados”. Os nêutrons atrasados têm
energia média de cerca de 0,4 MeV, menor que a energia média aproximada de 2
MeV dos nêutrons prontos.

Portanto, a fração de nêutrons atrasados que foge para fora do reator e desaparece
é um pouco menor do que a dos nêutrons prontos. A fração de nêutrons atrasados
que contribui para as reações em cadeia de fissão é ligeiramente maior do que a dos
nêutrons prontos. O valor dessa fração depende do tamanho do reator e do espectro
de nêutrons.

A distribuição das energias dos nêutrons prontos pode ser expressa pela seguinte
equação

χ(E) = 0.453e−1.012E sinh
√
2.19E (2.5)

onde, E é a energia do nêutron em MeV . [7]
Os nêutrons atrasados são emitidos com distribuições de energia determinadas

pelas propriedades de decaimento dos precursores e pelos níveis nucleares dos emis-
sores. Medições com isótopos separados ou com irradiação e tempos de decaimento
ajustados para enfatizar certos emissores de meia-vida forneceram algumas informa-
ções sobre os espectros dependentes do precursor. No entanto, em análises físicas
de reatores, o espectro de equilíbrio de nêutrons atrasados é de importância primor-
dial. Este espectro é usado para calcular βeff , a fração efetiva de nêutrons atrasados.
Esta é a fração ponderada de importância de nêutrons que estão atrasados, para um
reator crítico. [8]

Embora componham menos de 1% dos nêutrons emitidos por fissão, os nêutrons
atrasados desempenham um papel fundamental no campo da física de reatores. O
controle e a análise de acidentes de um reator nuclear e a conversão do período do
reator em reatividade requerem o conhecimento dos parâmetros efetivos dos nêutrons
retardados, bem como suas constantes de decaimento. [9]

Uma certa fração β de nêutrons no processo de fissão é tipicamente produzida
com alguns atrasos de tempo através de uma série de decaimentos radioativos de
produtos de fissão. Um exemplo de tal processo envolve imagens 87

35Br, que sofre
um decaimento β para um estado metaestável de 87

36Kr, que decai para o estado
fundamental de 86

36Kr com a emissão de um nêutron. Conforme ilustrado na Figura
2.1, o decaimento de 87

36Kr ocorre com meia-vida t1/2 = 0, 1ms, que é insignificante-
mente curta em comparação com t1/2 = 55, 9s associado ao decaimento β do próprio
87
35Br. Assim, a meia-vida efetiva da cadeia de decaimento resultando na liberação
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de nêutrons pode ser caracterizada por t1/2 = 55, 9s. O rendimento do produto de
fissão 87

35Br varia de 2, 5× 10−4 ou 0, 025% para fissão de 235U induzida por nêutrons
térmicos a 8, 0× 10−5 para fissão térmica de 239Pu. [10]

Figura 2.1: Esquemas de cadeias de decaimento para o produto de fissão 87
35Br.

A cadeia de decaimento que contribui para a emissão atrasada de nêutrons é
resumida como

87
35Br

t1/2=55.9 s
−→ 87

36Kr
t1/2=0.1 ms

−→ 86
36Kr + 1

0n (2.6)

Os nêutrons produzidos através desta cadeia de decaimento contribuirão para o
balanço geral de nêutrons essencialmente com uma meia-vida t1/2 = 55, 9s associada
ao decaimento β do 87

35Br. Assim, 87
35Br é conhecido como um precursor para este

grupo de nêutrons atrasados. Dezenas de precursores de nêutrons atrasados foram
observados até hoje e, por conveniência, são geralmente divididos em seis grupos
equivalentes. [10]

Além disso, a importância da presença dos nêutrons atrasados para controle do
reator pode ser observada na contribuição para o tempo de vida médio dos nêutrons
total. Reescrevendo a equação 2.3 considerando a existência dos nêutrons atrasados,
temos

< l >= (1− β)l +
6∑

i=1

βi

(
1

λi
+ l

)
(2.7)

onde β representa a fração total de nêutrons atrasados e o segundo termo dessa
equação representa o somatório dos 6 grupos de precursores de nêutrons, sendo λi
a constante de decaimento para tais grupos. A inclusão dos novos parâmetros rela-
cionados aos nêutrons atrasados diminui, consideravelmente, a ordem de grandeza
dessa média, levando da ordem entre 10−6 e 10−4 segundos para 0, 1 segundos. Dessa
maneira, com um tempo médio de vida maior dos nêutrons no reator nuclear, per-
mite controles mais efetivos na instrumentação do reator, como na operação das
barras de controle. [5]
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2.4 Transporte e a difusão de nêutrons
O comportamento de um reator nuclear é modelado por meio da distribuição

de nêutrons no reator em função da posição, da velocidade, da energia e do tempo.
Assim, um dos principais problemas para a teoria do reator nuclear é prever essa
distribuição. Isso pode ser feito resolvendo a equação de transporte de nêutrons
sobre o domínio do reator. Mas, devido à complexidade desta equação, a equação
de difusão de nêutrons é amplamente utilizada como aproximação.

Na teoria do transporte o nêutron é considerado como uma partícula clássica, no
sentido de que pode ser totalmente determinada por meio do conhecimento de sua
posição e sua velocidade. A interação entre nêutrons e núcleos atômicos é tratada
a partir de um ponto de vista macroscópico, evitando os detalhes do processo de
interação no núcleo. Além disso, são definidas as seções de choque associadas à
probabilidade de um determinado tipo de reação e supõe-se que essa interação seja
produzida instantaneamente.

Equação de transporte de nêutrons

A equação de equilíbrio em um volume de controle diferencial é obtida conside-
rando que a taxa de variação da densidade em relação ao tempo no volume dV dEdΩ⃗
do espaço de fase é dada pela diferença entre a taxa de nêutrons no fluxo de entrada
e saída desse volume de controle. Para descrever a população de nêutrons, a magni-
tude denotada como densidade angular de nêutrons, N(r⃗, E, Ω⃗, t), é usada, definida
como o número provável (ou esperado) de nêutrons na posição r⃗ com direção Ω⃗ e
energia E no tempo t, por unidade de volume por unidade de ângulo sólido por
unidade de energia. Além disso, o fluxo angular de nêutrons é definido como

φ(r⃗, E, Ω⃗, t) ≡ vN(r⃗, E, Ω⃗, t) (2.8)

onde v é a velocidade do nêutron, e a equação de equilíbrio no volume de controle
que descreve a equação de transporte de nêutrons é expressa como

1

v

∂φ

∂t
(r⃗, E, Ω⃗, t) = −Ω⃗ · ∇⃗φ(r⃗, E, Ω⃗, t)

− Σt(r⃗, E, t)φ(r⃗, E, Ω⃗, t) +Q(r⃗, E, Ω⃗, t)

+ (1− β)
χp(E)

4π

∫ ∞

0

dE ′νΣf (r⃗, E
′, t)

∫
Ω⃗′
dΩ⃗′φ

(
r⃗, E ′, Ω⃗′, t

)
+

∫ ∞

0

dE ′
∫
Ω⃗′
dΩ⃗′Σs

(
r⃗;E ′,

−→
Ω′ → E, Ω⃗; t

)
φ
(
r⃗, E ′, Ω⃗′, t

)
+

N∑
i=1

λi
χi(E)

4π
Ci(r⃗, t)

(2.9)

O primeiro termo do lado direito da equação, Ω⃗ · ∇⃗φ(r⃗, E, Ω⃗, t) , considera o
transporte de uma quantidade pelo movimento de nêutrons que flui para fora do
volume de controle, onde Ω⃗ é o vetor unitário que denota a direção. O segundo
termo, Σt(r⃗, E, t)φ(r⃗, E, Ω⃗, t), descreve a taxa na qual os nêutrons fluem para fora
do volume de controle através de processos de espalhamento e absorção. Q(r⃗, E, Ω⃗, t)
denota uma possível fonte externa de nêutrons. O quarto termo indica os nêutrons
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introduzidos no elemento de volume por processos de fissão, assumindo distribuição
isotrópica de fissão. O quinto termo descreve os nêutrons introduzidos no elemento
de volume por espalhamento. Os nêutrons atrasados que aparecem no volume do
decaimento do precursor são considerados por meio do último termo.

Σa e Σf denotam a seção de choque de absorção e a seção de choque de fissão,
respectivamente. χp indica o espectro do nêutron produzido pela fissão e χi é o
espectro de nêutrons produzidos pelo decaimento dos precursores. A probabilidade
de um nêutron ser espalhado de um volume dV dE⃗ ′dΩ⃗′ para outro dV dEdΩ⃗, é repre-
sentada por Σs

(
r⃗;E ′, Ω⃗′ → E, Ω⃗; t

)
. A taxa de nêutrons de fissão espalhada devido

à transformação de um precursor do tipo i é βi, onde β =
∑N

i=1 βi e N é o número
de precursores de nêutrons considerados. A taxa de decaimento para o qual um
precursor do tipo i decai é λiCi.

Suponhamos que a dependência angular para o espalhamento de nêutrons é prin-
cipalmente devido ao ângulo entre a direção do nêutron incidente, Ω⃗′, e a direção do
nêutron emergente, Ω⃗.

Integrando a equação de transporte em relação ao angulo entre a direção dos
nêutrons, conseguimos fazer a aproximação para não ter dependência angular, assim

−1

v

∂φ

∂t
(r⃗, E, t) = −∇⃗ · (D(r⃗, E, t)∇⃗φ(r⃗, E, t)) + Σt(r⃗, E, t)φ(r⃗, E, t)

−
∫ ∞

0

dE ′Σs0 (r⃗;E
′ → E; t)φ (r⃗, E ′, t)

− (1− β)
χp(E)√

4π

∫ ∞

0

dE ′νΣf (r⃗, E
′, t)φ (r⃗, E ′, t)

− Q̃(r⃗, E, t)−
N∑
i=1

λi
χi(E)

4π
Ci(r⃗, t),

(2.10)

Da mesma forma, considerando o caso monoenergético onde não há uma fonte
externa de nêutrons, podemos reduzir a equação de transporte de nêutrons como

− 1

v

∂ϕ(r⃗, t)

∂t
= −(1− β)νΣfϕ(r⃗, t)−D∇2ϕ(r⃗, t) + Σtϕ(r⃗, t)−

N∑
i=1

λiCi(r⃗, t) (2.11)

onde

ϕ ≡ ϕ(r⃗, t) ≡
∫ ∞

0

∫
4π

φ(r⃗, E, Ω⃗, t)dΩ⃗dE (2.12)

Rearranjando, podemos reescrever da seguinte forma em relação ao fluxo escalar
de nêutrons

1

v

dϕ(r, t)

dt
−D∇2ϕ(r, t) + Σtϕ(r, t) = (1− β)νΣfϕ(r, t) +

N∑
i=1

λiCi(r, t) (2.13)

A distribuição de nêutrons determina a taxa em que várias reações nucleares
ocorrem no reator. Além disso, analisando o comportamento da população de nêu-
trons, poderemos inferir a estabilidade da reação em cadeia de fissão.
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A maioria dos estudos de reatores trata o movimento de nêutrons como um pro-
cesso de difusão. Com efeito, assume-se que os nêutrons tendem a se difundir de
regiões de alta densidade de nêutrons para baixa densidade de nêutrons, assim como
o calor se difunde de regiões de alta para baixa temperatura, ou ainda mais ana-
logamente, como um gás de moléculas (correspondente aos nêutrons) se difundiria
através de outro (os núcleos) para reduzir as variações espaciais na concentração.
[5] Essas assunções são relacionadas a Lei de Fick.

As diversas aproximações feitas para chegarmos a equação da difusão de nêu-
trons a partir da equação de transporte, nos permite, posteriormente a deduzirmos,
também, as equações da cinética pontual.

2.4.1 Derivação das equações da cinética do reator nuclear a
partir da equação da difusão dos nêutrons

As equações cinéticas pontuais do reator formam um sistema de equações dife-
renciais acopladas e resolvidas para prever as evoluções temporais da potência do
reator e da concentração do precursor. Para derivar as equações de cinética pon-
tual, a dependência espacial das equações gerais de balanço de nêutrons é eliminada.
Portanto, o estado do reator vária apenas no tempo, de modo que é tratado essen-
cialmente como um ponto. Todo o reator no modelo de cinética de reator pontual
convencional é considerado como um meio multiplicador de pontos com um tempo
de geração de nêutrons efetivo. [11]

O termo “cinética do reator pontual” surge ao separarmos a dependência espacial
assumindo uma forma de fluxo espacial independente do tempo. Nesse sentido,
derivamos uma descrição de “parâmetro agrupado” do reator onde o comportamento
do tempo de fluxo de nêutrons é da forma do produto de um fator de forma ψ(r) e
um fator de amplitude dependente do tempo n(t).

Equação da difusão de nêutrons

A equação de difusão de um grupo de energia dependente do tempo para um
reator homogêneo sem nêutrons atrasados pode ser escrita como

1

v

∂ϕ(r, t)

∂t
+∇J(r, t) + Σaϕ(r, t) = S(r, t) (2.14)

onde a corrente do fluxo de nêutrons é definida como

J(r, t) = −D(r)∇ϕ(r, t) (2.15)

e o coeficiente de difusão é definido como

D(r) =
1

3Σt(r)
(2.16)

Com isso, chegamos a

1

v

∂ϕ(r, t)

∂t
−D∇2ϕ(r, t) + Σaϕ(r, t) = νΣfϕ(r, t) (2.17)

Se a produção de nêutrons for exatamente igual à soma das perdas de nêutrons,
o reator é crítico, a dependência do tempo é eliminada e a equação de equilíbrio
estático resulta
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0 = νΣfϕ(r) +D∇2ϕ(r)− Σaϕ(r) (2.18)

Para manter a forma estática da equação de difusão mesmo quando a fonte de
fissão não é exatamente igual à soma das perdas dos nêutrons, ao dividir a fonte
de fissão artificialmente pela constante de multiplicação efetiva, keff , resulta em um
equilíbrio estático para um reator não crítico

−D∇2ϕ(r) + Σaϕ(r) =
1

keff
vΣfϕ(r) (2.19)

Podemos, então, encontrar a expressão para o buckling geométrico

B2
g =

vΣf

keff
− Σa

D
(2.20)

Considerando os nêutrons atrasados

1

v

∂ϕ(r, t)

∂t
+
(
−D∇2ϕ(r, t)

)
+ Σaϕ(r, t) = Sf (2.21)

onde,

1
v
∂ϕ(r,t)

∂t
representa a mudança na densidade de nêutrons com o tempo;

(−D∇2ϕ(r, t)) representa a perda de nêutrons devido à fuga;

Σaϕ(r, t) representa a perda de nêutrons por absorção;

Sf representa o termo fonte de nêutrons.

Tratamos a contribuição de nêutrons atrasados para a fonte de fissão explicita-
mente escrevendo-a como

Sfissão(r, t) = (1− β)νΣfϕ(r, t) +
N∑
i=1

λiCi(r, t) (2.22)

onde os termos,

Sfissão (r, t) é o termo fonte de fissão de nêutrons;

(1− β)νΣfϕ(r, t) relaciona os nêutrons prontos;∑N
i=1 λiCi(r, t) relaciona os nêutrons atrasados.

O termo de nêutrons prontos é expresso como uma taxa de reação de fissão pon-
derada por ν e a fração de nêutrons imediatos. O termo de nêutrons atrasados é
expresso como uma soma das taxas de decaimento de cada um dos grupos precur-
sores. Incluir os nêutrons atrasados no termo fonte de fissão é essencial devido ao
importante papel que eles desempenham no comportamento temporal de um reator.
Para que o termo de nêutron atrasado do termo fonte de fissão seja de uso prático, é
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necessária uma equação para descrever o comportamento temporal da concentração
do precursor. Sabemos que em um reator, os precursores de nêutrons atrasados
são produzidos por fissão e depois são perdidos por decaimento radioativo. [12] Sa-
bendo disso, podemos escrever a seguinte equação para descrever a taxa de tempo
de mudança da concentração do grupo precursor i-ésimo.

∂Ci

∂t
= βiνΣrϕ(r, t)− λiCi(r, t), i = 1, . . . , 6 (2.23)

onde os termos,

∂Ci

∂t
é a variação da concentração de precursores com o tempo;

βiνΣrϕ(r, t) é a taxa de produção dos precursores;

λiCi(r, t) é a taxa de decaimento dos precursores.

Portanto, podemos ter uma equação que descreve o fluxo de nêutrons em um
reator incluindo nêutrons atrasados para seis grupos de precursores de nêutrons

1

v

∂ϕ(r, t)

∂t
−D∇2ϕ(r, t) + Σaϕ(r, t) = (1− β)νΣfϕ(r, t) +

6∑
i=1

λiCi(r, t) (2.24)

Para derivar as equações da cinética pontual, a dependência espacial é eliminada
para que o reator varie apenas no tempo, de modo que é tratado essencialmente como
um ponto. Essa simplificação aumenta muito a facilidade com que a dependência do
tempo de um reator pode ser estudada. A dependência espacial é eliminada assu-
mindo que o fluxo de nêutrons no núcleo toma a forma do modo fundamental para
todos os tempos e varia apenas em magnitude. Como a produção dos precursores de
nêutrons atrasados depende do fluxo, sabemos que a concentração dos precursores
de nêutrons também tomará a forma do modo fundamental. [12]

Admitindo a situação assintótica em que tanto o fluxo quanto as concentrações
precursores podem ser escritas como funções separáveis do espaço e do tempo, assim,
temos

ϕ(r, t) = ϕ(t)ψn(r)
Ci(r, t) = Ci(t)ψn(r)

(2.25)

Sendo ψn(r) o modo fundamental ou autofunção da equação de Helmholtz, po-
demos, então, dizer que ψn(r) satisfaz

∇2ψn(r) +B2
gψn(r) = 0 (2.26)

onde ψ1(r) é a solução do modo fundamental (n = 1) para a equação de critica-
lidade:

∇2ψn(r) = −B2
gψn(r) (2.27)

Observa-se que o buckling geométrico é determinado apenas pela forma e tama-
nho do reator e é independente das seções de choque macroscópicas de fissão ou
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absorção. Isto implica que mudanças nas seções de choque macroscópicas não influ-
enciam no buckling; no entanto, ele pode ser influenciado pelo fator de multiplicação
efetiva, que pode ser calculado como

keff =
vΣf

Σa +DB2
g

(2.28)

Como o valor do buckling geométrico é independente da seção de choque ma-
croscópica, a forma do fluxo estático é independente do reator ser crítico ou não.

Ao usar a Eq. 2.25 podemos fazer a separação de variáveis na Eq. 2.24 e na Eq.
2.23

1

v
ψ1(r)

dϕ(t)

dt
−Dϕ(t)∇2ψ1(r)+Σaϕ(t)ψ1(r) = (1−β)νΣfϕ(t)ψ1(r)+

6∑
i=1

λiCi(t)ψ1(r)

(2.29)

dCi(t)

dt
ψ1(r) = βiνΣfϕ(t)ψ1(r)− λiCi(t)ψ(r) (2.30)

Então, substituindo a Eq. 2.27 na Eq.2.29 e na Eq. 2.30, eliminamos a depen-
dência espacial dada por ψ1(r).

A Eq. 2.25 assume que a distribuição espacial do fluxo, concentrações de pre-
cursores e fonte não mudarão durante o transiente. Portanto, a equação da cinética
pontual não é estritamente aplicável a transientes espaço-tempo envolvendo acopla-
mento significativo entre evoluções espaço e tempo e, em geral, para tempos curtos
após o início de um transiente, onde evoluções espaciais do fluxo seriam significati-
vas.

Sabendo que ϕ(t) = vn(t) e n(t) é a densidade de nêutrons [nêutrons/cm3] em
função do tempo, podemos descrever o resultado da eliminação da dependência
espacial como

dn(t)

dt
+DB2

gvn(t) + Σavn(t) = (1− β)νΣfvn(t) +
6∑

i=1

λiCi(t) (2.31)

dCi(t)

dt
= βivΣfvn(t)− λiCi(t) i = 1, 2, . . . , N (2.32)

Colocando o termo Σavn(t) em evidência na Eq. 2.31 para eliminá-lo, temos

dn(t)

dt
= Σa vn(t)

(
−
DB2

g

Σa

− 1 +
(1− β)vΣf

Σa

)
+

6∑
i=1

λiCi(t) (2.33)

A equação do balanço de nêutrons é agora expressa em termos da densidade
do número de nêutrons ou da amplitude do fluxo. Usando a definição do fator de
multiplicação efetivo keff da Eq. 2.28, e considerando o tempo de vida dos nêutrons
prontos sendo

l =
1

v
(
Σa +DB2

g

) (2.34)
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Observe que o termo 1/
(
Σa +DB2

g

)
representa o caminho livre médio efetivo dos

nêutrons, contabilizando tanto a absorção quanto a fuga, de modo que o caminho
livre médio dividido pela velocidade do nêutron na 2.34 fornece o tempo médio que
um nêutron gasta entre seu nascimento e perda devido à absorção ou fuga.

Considerando que,

L2 =
D

Σa

(2.35)

e

keff = k = k∞/
(
B2

g L2 + 1
)

(2.36)

onde podemos relacionar com a razão das seções de choque macroscópicas

k
(
1 + L2B2

g

)
=
νΣf

Σa

(2.37)

Substituindo na Eq. 2.33, temos

dn(t)

dt
+ Σa

[(
1 +B2

gL
2
)
− (1− β)k

(
1 +B2

gL
2
)]
vn(t) =

6∑
i=1

λiCi(t) (2.38)

Com isso, podemos introduzir o tempo de vida dos nêutrons prontos na Eq. 2.34 e
reescrever a Eq. 2.38 como

dn(t)

dt
+

[
1− (1− β)k

l

]
n(t) =

6∑
i=1

λiCi(t) (2.39)

dn(t)

dt
+

[
1− k + βk

l

]
n(t) =

6∑
i=1

λiCi(t) (2.40)

Dividindo a Eq. 2.40 por k, surge um novo parâmetro que representa o tempo
médio de geração do nêutron, definido por

Λ =
l

k
(2.41)

Fazendo a substituição na Eq. 2.40, temos

dn(t)

dt
+

[
1−k
k

+ β

Λ

]
n(t) =

6∑
i=1

λiCi(t) (2.42)

Estas equações deduzidas podem ser escritas mais detalhadamente expressando
Λ em termos de ρ. Expressando Λ em termos de ρ, permite que as variações em Λ
que ocorreriam devido a mudanças no keff sejam contabilizadas. [12] Além disso,
expressar Λ em termos de ρ permite que a reatividade seja explicitamente resolvida
na equação da cinética inversa, assunto tratado na próxima subseção deste capítulo,
assim

ρ ≡ keff − 1

keff
= 1− 1

keff

Resolvendo
para o keff=⇒ keff =

1

1− ρ
(2.43)
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Podemos mostrar também que

Λ ≡ l

keff
= l(1− ρ) (2.44)

A Eq. 2.42 pode ser reescrita, seja keff ≡ k

dn(t)

dt
+

[
β − ρ

Λ

]
n(t) =

6∑
i=1

λiCi(t) (2.45)

Isolando a variação da densidade de nêutrons em função do tempo,

dn(t)

dt
=

[
ρ− β

Λ

]
n(t) +

6∑
i=1

λiCi(t) (2.46)

Com a Eq. 2.23 conseguimos encontrar a equação para a concentração dos pre-
cursores de nêutrons. Tendo a variação da concentração de precursores em relação
ao tempo t descrita como

dCi(r, t)

dt
= Taxa de produção de Ci(r, t)− Taxa de decaimento de Ci(r, t) (2.47)

Admitindo que a fração de nêutrons atrasados β é igual à fração de núcleos
precursores provenientes das fissões e que esses núcleos estão sujeitos ao decaimento,
chegamos na Eq. 2.32, que já definimos anteriormente. Logo, temos a seguinte
equação de equilíbrio para os precursores

dCi(t)

dt
= βiνΣfvn(t)− λiCi(t) (2.48)

Utilizando a Eq. 2.37, podemos manipular os termos vΣfv = k∞Σav =
kvΣa

(
B2

g L2 + 1
)
= k/l e reescrever a Eq. 2.32

dCi(t)

dt
=
βik

l
n(t)− λiCi(t) i = 1, 2, . . . , N (2.49)

onde,

reatividade → ρ ≡ k− 1

k

tempo de geração nêutrons prontos → Λ ≡ l

k

(2.50)

Então, chegamos na equação da variação da concentração dos grupos de precur-
sores de nêutrons em relação ao tempo t

dCi(t)

dt
=
βi
Λ
n(t)− λiCi(t) i = 1, . . . , N (2.51)

Por fim, podemos dizer que as equações da cinética pontual, considerando seis
grupos efetivos de precursores de nêutrons atrasados, são expressas pelas equações

dn(t)

dt
=

[
ρ− β

Λ

]
n(t) +

6∑
i=1

λiCi(t) (2.52)
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dCi(t)

dt
=
βi
Λ
n(t)− λiCi(t), i = 1, . . . , 6 (2.53)

Vale a pena mencionar aqui que as equações da cinética pontual também podem
ser derivadas através de uma formulação integral usando a equação de transporte
de Boltzmann ou a equação de difusão de nêutrons multigrupo. As equações de
cinética pontual, no entanto, só podem representar a magnitude ou a média central
de uma população de nêutrons em evolução e não podem representar explicitamente
a evolução espacial do fluxo de nêutrons no tempo. Observe também que, embora
as equações da cinética pontual sejam formalmente escritas em termos da densidade
do número de nêutrons introduzida na Eq. 2.25, poderíamos multiplicar por uma
constante para convertê-la ao nível de potência do núcleo ou fluxo de nêutrons. As-
sim, sem perda de generalidade, podemos considerar as equações da cinética pontual
tanto para densidade de nêutrons quando em relação ao nível de potência, depen-
dendo de qual interpretação é mais conveniente ou útil. [10]

Ou seja, podemos reescrever a Eq. 2.52 como

dP (t)

dt
=

[
ρ− β

Λ

]
P (t) +

6∑
i=1

λiCi(t) (2.54)

onde P (t) é a potência nuclear em função do tempo t.

2.5 Método inverso da cinética pontual
Existem muito poucos problemas para os quais é possível obter uma solução exata

para P (t) dado um ρ(tn). Na prática, na maioria das vezes quando queremos aplicar
a cinética pontual é mais apropriado inverter o problema determinando aquele ρ(t)
que produzirá um comportamento P (t) desejado, pois isso está mais no alcance da
obtenção dos parâmetros para o controle do reator, onde há maior facilidade de
conhecer a potência do reator, tendo, então, que calcular a reatividade. [5]

Para resolver ρ(t) em termos de P (t), vamos derivar ainda outra forma da equa-
ção da cinética do reator pontual. Suponha que começamos resolvendo formalmente
as equações para as concentrações de precursores em termos de P (t), mostrado
passo-a-passo a seguir.

Começando na formulação mais simples da equação diferencial ordinária da con-
centração dos precursores, como mostra a Eq. 2.53,

dCi(t)

dt
+ λiCi(t) =

βi
Λ
P(t) (2.55)

Podemos resolver esta equação diferencial utilizando o método do fator integrante
para encontrar a solução, assim, temos:

µ(t) = e
∫ t
t0

λidt = eλi(t−t0) (2.56)

Multiplicando todos os termos da Eq. 2.55 pelo fator integrante.

dCi(t)

dt

(
eλi(t−t0)

)
+ λiCi(t)

(
eλi(t−t0)

)
=
βi
Λ
P(t)

(
eλi(t−t0)

)
(2.57)

Simplificando,
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d

dt

(
Ci(t)e

λi(t−t0)
)
=
βi
Λ
P(t)

(
eλi(t−t0)

)
(2.58)

Integrando nos dois lados da Eq. 2.58 em um dado intervalo de tempo,∫ t

t0

d

dt′

(
Ci(t)e

λi(t
′−t0)

)
dt′ =

∫ t

t0

βi
Λ
P (t′)

(
eλi(t

′−t0)
)
dt′ (2.59)

Chegamos a,

Ci(t)e
λi(t−t0) − Ci (t0) =

∫ t

t0

βi
Λ
P (t′)

(
eλi(t

′−t0)
)
dt′ (2.60)

Rearranjando este resultado e isolando o termo Ci(t), obtemos:

Ci(t) = e−λi(t−t0)

(
Ci (t0) +

∫ t

t0

βi
Λ
P (t′)

(
eλi(t

′−t0)
)
dt′
)

(2.61)

Ci(t) = e−λiteλit0Ci (t0) + e−λiteλit0

∫ t

t0

βi
Λ
P (t′)

(
eλit

′
e−λit0

)
dt′ (2.62)

Ci(t) = e−λiteλit0Ci (t0) +

∫ t

t0

βi
Λ
P (t′)

(
e−λi(t−t′)

)
dt′ (2.63)

Podemos assumir que a concentração inicial do precursor de nêutrons, Ci(t0), vai
para zero quando o tempo inicial, t0, tende ao −∞. Aplicando esta suposição à Eq.
2.63, resulta em:

Ci(t) =

∫ t

−∞

βi
Λ
P (t′)

(
e−λi(t−t′)

)
dt′ (2.64)

Se fizermos a substituição τ que, τ = t — t′, então dt′ = −dτ e os limites de
integração ficam de ∞ até 0, então

Ci(t) = −
∫ 0

∞

βi
Λ
P (t− τ)

(
e−λiτ

)
dτ (2.65)

Invertendo os limites de integração e eliminando o sinal negativo, chegamos à

Ci(t) =

∫ ∞

0

βi
Λ
P(t− τ)e−λiτdτ (2.66)

Agora se substituirmos isso na primeira das equações de cinética do reator pon-
tual, a equação diferencial da potência, resulta em uma equação integro-diferencial,
de forma

dP

dt
=

[
ρ(t)− βi

Λ

]
P (t) +

∫ ∞

0

dτ

[
λiβi
Λ

exp−λiτ
]
P (t− τ) (2.67)

Multiplicando ambos os lados por Λ e dividindo por P (t), podemos agora resolver
a Eq. 2.67 para reatividade ρ(t) em função do tempo t para um determinado perfil
de potência nuclear, assim

16



ρ(t) = β +
Λ

P (t)
· dP
dt

− βλ

P (t)

∫ ∞

0

P (t− τ)e−λτdτ (2.68)

A Eq. 2.68 é a equação inversa da cinética pontual considerando apenas um
grupo de precursores de nêutrons.
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Capítulo 3

Metodologia

3.1 Aquisição de dados e cálculo da reatividade no
reatímetro

Durante a partida do reator nuclear, um reatímetro deve estar em operação para
realizar os testes físicos, adquirindo online os dados da potência nuclear através de
um sistema de aquisição de dados e calculando a reatividade através da solução da
equação inversa da cinética pontual. Até agora, os métodos existentes resolvem a
Eq. 3.4 ou algo equivalente, que dependem de uma quantidade de tempo maior para
coleta do histórico de potência do reator nuclear.

Durante a operação do reatímetro, pode ocorrer uma perda de aquisição do sinal
de potência nuclear ou alguma falha inesperada no cálculo da reatividade, forçando
o reinicio do reatímetro. Quando isso ocorre, há a necessidade de um acúmulo do
histórico de potência nuclear por um intervalo de tempo maior que o maior valor
de 1/λi. Em geral, o intervalo de aquisição de dados é de um segundo, o que pode
resultar na necessidade de realizar mais de 120 aquisições para reiniciar o cálculo de
reatividade.

Apenas para exemplificar, considere a situação de um reatímetro em operação
quando no tempo td ele é desligado inadvertidamente, e é religado no tempo tl. Será
necessário um intervalo de tempo ∆h fazendo aquisições da potência nuclear até
calcular novamente o valor da reatividade. Essa situação é ilustrada na Fig. 3.1 a
seguir:
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Figura 3.1: Um reatímetro está operando quando no tempo td é desligado inadver-
tidamente, e é religado no tempo tl, onde é necessário um intervalo de tempo ∆h
para fazer aquisições da potência nuclear para reiniciar o cálculo de reatividade do
reator nuclear.

Na Eq. 2.68 observamos a dependência do histórico da potência do reator nuclear.
O termo da integral P (t−τ) na Eq. 2.68 mostra que para um determinado intervalo
de tempo t será negativo, onde t − τ < 0. Isto é devido à necessidade de deixar o
reator nuclear com potência constante (P0) após a sua partida, por um dado tempo
específico para a aquisição dos dados de potência nuclear e o reinício dos cálculos
de reatividade.

Nesta situação a Eq. 2.68 pode ser reescrita para 6 grupos de precursores, da
seguinte forma:

ρ(t) = β +
Λ

P (t)

dP (t)

dt
− λiβi
P (t)

e−λit

{∫ tl+∆h

tl

P (t′) eλit
′
dt′ +

∫ t

tl+∆h

P (t′) eλit
′
dt′
}

(3.1)
onde i = 1, 2, 3, ..., 6.

3.1.1 Método proposto

A inconveniência de depender do histórico de potência nuclear torna qualquer
imprevisto durante a monitoração da reatividade gerar contra-tempos ao perder
os seus dados, sendo necessário realizar os procedimentos iniciais como o de dar
partida novamente no reator nuclear e aguardar um tempo suficientemente para que
o cálculo de reatividade seja iniciado.

Com isso, a possibilidade da diminuição do intervalo de aquisição do histórico
de potência nuclear, pode trazer bastante benefícios e é de total interesse para
diminuição de custos e otimização do sistema, assim como, a segurança e controle
do reator nuclear. No método proposto, onde a reatividade será obtida por uma
EDO não homogênea, apenas é preciso três pontos para calcularmos a derivada que
vai recuperar a curva da reatividade logo após o reinício do reatímetro, e manter o
monitoramento da reatividade, normalmente, após a recuperação da curva.
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Potência nuclear constante P0 para t ≤ 0

Assim, supondo que o reator nuclear está operando com potência constante P0,
antes da inserção de uma reatividade isto é, P (t ≤ 0) = ⟨P0⟩, onde o reator se
encontra no estado crítico, podemos reescrever a Eq. 2.64, deduzida no capítulo
anterior [2]

Ci(t) =
βi
Λ
e−λit

[∫ 0

−∞
P (t′) eλit

′
dt′ +

∫ t

0

P (t′) eλit
′
dt′
]

(3.2)

onde, ∫ 0

−∞
P (t′) eλit

′
dt′ =

P0

λi
(3.3)

portanto, a Eq. 2.68, considerando um grupo de concentração precursores de
nêutrons, pode ser reescrita da seguinte forma:

ρ(t) = β +
Λ

P (t)

dP (t)

dt
− λβ

P (t)

[
P0

λ
e−λt +

∫ t

0

P (t′) eλ(t
′−t)dt′

]
(3.4)

ou, considerando seis grupos de concentrações de precursores de nêutrons, como
será usado neste trabalho, temos

ρ(t) = β +
Λ

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

6∑
i=1

λiβi

[
P0

λi
e−λit +

∫ t

0

P (t′) eλi(t
′−t)dt′

]
(3.5)

Podemos ainda, reescrever da seguinte forma

ρ(t) = β +
Λ

P (t)

dP (t)

dt
− 1

P (t)

6∑
i=1

λiβi

[
P0

λi
e−λit +

1

eλit

∫ t

0

P (t′) eλit
′
dt′
]

(3.6)

Aproximação do tempo médio de geração de nêutrons Λ ∼= 0 e pequenas
variações de potência nuclear P (t) para os casos estudados

Para reatores térmicos, em geral, Λ é muito menor que a unidade, no entanto,
a potência nuclear também não pode ter valores com variações significativamente
altas para invalidar a nossa primeira aproximação, como é mostrado a seguir

Λ

P (t)

dP (t)

dt
∼= 0 (3.7)

Consequentemente, a Eq. 3.4 se reduz à:

ρ(t) = β − 1

P (t)

6∑
i=1

λiβi

[
P0

λi
e−λit +

1

eλit

∫ t

0

P (t′) eλit
′
dt′
]

(3.8)

Ou seja, para que a condição da Eq. 3.7 seja satisfeita, a potência nuclear P (t)
também deve ser um valor com variações significativamente pequenas de forma a
não invalidar essa condição, de forma a não contrapor os valores baixos assumidos
por Λ.
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3.1.2 Dedução do método proposto

Transformação da equação integral da reatividade em uma equação dife-
rencial

As deduções são realizadas considerando apenas um grupo de concentração de
precursores de nêutrons para facilitar a compreensão das etapas realizadas.

Multiplicando a Eq. 3.8 pela potência nuclear P (t), temos:

ρ(t)P (t) = βP (t)− λβ

[
P0

λ
e−λt +

∫ t

0

P (t′) eλ(t
′−t)dt′

]
(3.9)

Com o objetivo de transformar a equação integral 3.8 em uma equação diferen-
cial, derivaremos a Eq. 3.9 em relação ao tempo (t) e obtemos:

d

dt
[ρ(t)P (t)] = β

dP

dt
+ βλP0e

−λt + βλ2e−λt

∫ t

0

P (t′) eλt
′
dt′+

− βλe−λt d

dt

[∫ t

0

P (t′) eλt
′
dt′
] (3.10)

Para derivar a integral definida entre colchetes devemos usar a regra de Leibniz,
que diz que se f : [a, b]× [c, d] é contínua, e ∂f

∂x
(x, y) existe e é contínua em R. Então

d

dx

∫ d

c

f(x, y)dy =

∫ d

c

∂f

∂x
(x, y)dy (3.11)

Assim, temos

d

dt

[∫ t

0

P (t′) eλt
′
dt′
]
=

∫ t

0

d

dt
[P (t′) eλt

′
]dt′ (3.12)

∫ t

0

d

dt
[P (t′) eλt

′
]dt′ = P (t)eλt (3.13)

Substituindo o resultado da Eq. 3.13 na Eq. 3.10, resulta

P (t)
dρ

dt
+
dP

dt
ρ(t) = β

dP

dt
+ βλP0e

−λt + ρλ2e−λt

∫ t

0

P (t′) eλt
′
dt′ − βλP (t) (3.14)

Da Eq. 3.9 conseguimos identificar que,

λβP0e
−λt + βλ2e−λt

∫ t

0

P (t′) · λt′dt′ = −[ρ(t)− ρ]λP (t) (3.15)

Substituindo a Eq. 3.15 na Eq. 3.14 resulta

P (t)
dρ

dt
+
dP

dt
· ρ(t) = β

dP

dt
− λ[ρ(t)− β]P (t)− βλP (t) (3.16)

ou ainda,

P (t)
dρ

dt
+
dP

dt
· ρ(t) = β

dP

dt
− λP (t)ρ(t) (3.17)

Dividindo a Eq. 3.17 pela potência nuclear P (t), obtemos, finalmente, a seguinte
equação diferencial para a reatividade ρ(t)
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dρ

dt
+

[
1

P (t)
· dP
dt

+ λ

]
ρ(t)− β

P (t)
· dP
dt

= 0 (3.18)

A Eq. 3.18 é equivalente à equação 3.4 quando a aproximação apresentada pela
Eq. 3.7 for válida. Sendo assim, testes são feitos para a Eq. 3.4 para diferentes casos
encontrados na literatura. Os resultados dos testes são comparados considerando
os casos em que a aproximação da Eq. 3.7 é válida e, também, quando os resulta-
dos dos testes são inválidos para a mesma aproximação. De modo a realizar uma
análise qualitativa, avaliando se há variação da reatividade de forma significativa, e
conhecendo os limites dessa aproximação.

Na Eq. 3.18 os parâmetros cinéticos são conhecidos previamente e a potência nu-
clear P (t) é adquirida online do sistema de instrumentação nuclear da usina nuclear.
Adquirida a potência P (t), é possível determinar a sua derivada dP

dt
. Portanto, a

equação diferencial 3.18 tem solução analítica através do método do fator integrante.
A Eq. 3.18 tem como vantagem a não dependência de sua solução numérica no

histórico de potência nuclear.

Solução semi-analítica da equação diferencial da reatividade

Podemos rearranjar a Eq. 3.18 para resolver a equação diferencial de primeira
ordem linear não-homogênea, pelo método do fator integrante, logo

dρ

dt
+

[
1

P (t)

dP

dt
+ λ

]
ρ(t) =

β

P (t)

dP

dt
(3.19)

Sendo,

p(t) =

[
1

P (t)

dP

dt
+ λ

]
(3.20)

e,

g(t) =
β

P (t)

dP

dt
(3.21)

Utilizando o método do fator integrante, temos que multiplicar toda a equação
pelo fator integrante µ(t). Logo, reescrevendo a Eq. 3.19

µ(t)
dρ

dt
+ µ(t)p(t)ρ = µ(t)g(t) (3.22)

onde,

µ(t) = e
∫
p(t)dt (3.23)

Assumindo que µ(t) satisfaz,

µ(t)p(t) = µ′(t) (3.24)

Substituindo na Eq. 3.19,

µ(t)
dρ

dt
+ µ′(t)ρ = µ(t)g(t) (3.25)
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Neste ponto, reconhecemos que o lado esquerdo da Eq. 3.25 nada mais é do que
a seguinte regra do produto.

µ(t)
dρ

dt
+ µ′(t)ρ = (µ(t)ρ(t))′ (3.26)

Assim, podemos substituir o lado esquerdo da Eq. 3.25 com esta regra de pro-
duto. Ao fazer isso a Eq. 3.25 torna-se

(µ(t)ρ(t))′ = µ(t)g(t) (3.27)

Agora, é preciso integrar os dois lados e usar um pouco de álgebra para termos
a solução. Então, integrando ambos os lados da Eq. 3.27, obtemos∫

(µ(t)ρ(t))′dt =

∫
µ(t)g(t)dt

µ(t)ρ(t) + C =

∫
µ(t)g(t)dt

(3.28)

Podemos rearranjar de forma que

µ(t)ρ(t) =

∫
µ(t)g(t)dt− C

ρ(t) =

∫
µ(t)g(t)dt− C

µ(t)

(3.29)

Onde C é uma constante de integração desconhecida oriundo da integral indefi-
nida, portanto, como estamos trabalhando com um intervalo de tempo conhecido,
ou seja, as integrais serão definidas, não surge essa constante C.

Assim, teremos a solução geral da equação diferencial no seguinte formato.

ρ(t) =

∫ t

0
µ(t′)g(t′)dt′

µ(t)
(3.30)

onde,

µ(t) = e
∫ t
0 g(t′)dt′ = e

∫ t
0

[
1

P (t′)
dP
dt′+λ

]
dt′ (3.31)

Podemos considerar o termo da potência nuclear como uma variável K(t), assim

K(t) ≡ 1

P (t)

dP

dt
(3.32)

Substituindo os valores na equação da solução,

ρ(t) = e−
∫ t
0 [K(t′)+λ]dt′ · β

∫ t

0

K (t′)e
∫ t′
0 [K(t′′)+λ]dt′′dt′ (3.33)

Definindo,

I(t) ≡
∫ t

0

[K (t′) + λ] dt′ (3.34)

I(t) =

∫ t

0

dP (t′)

P (t′)
+

∫ t

0

λdt′ = ln(P (t′))|t0 + λt (3.35)
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Admitindo,
P (0) = P0 (3.36)

resulta que:

I(t) = lnP (t)− lnP0 + λt (3.37)

Substituindo a Eq. 3.37 na Eq. 3.33, temos

ρ(t) = e−[lnP (t)−lnP0+λt] · β
∫ t

0

1

P (t′)

dP (t′)

dt′
e[lnP (t′)−lnP0+λt′]dt′ (3.38)

ou ainda

ρ(t) =
P0

P (t)eλt
· β
P0

∫ t

0

dP (t′)

dt′
eλt

′
dt′ (3.39)

Finalmente,

ρ(t) =
β

P (t)eλt
·
∫ t

0

dP (t′)

dt′
eλt

′
dt′ (3.40)

onde a Eq. 3.40 é a solução semi-analítica para a equação diferencial da reativi-
dade do método proposto neste trabalho.

3.1.3 Solução numérica

A Eq. 3.18 é a equação diferencial da cinética pontual inversa, onde os parâ-
metros cinéticos são conhecidos e a potência nuclear P (t) é adquirida online e em
tempo real através do sistema de instrumentação do reator nuclear.

A solução numérica da Eq. 3.18 não depende do histórico de potência, sendo
necessárias apenas três aquisições de potência nuclear para determinar a derivada
desta função. A Eq. 3.18 é uma equação diferencial estritamente equivalente à
equação integral representada pela Eq. 3.4.

Método numérico

Como temos diferentes diversos perfis de potência nuclear que podem alterar a
rigidez de nossa equação diferencial, a melhor alternativa para superar problemas
relacionados à convergência é usar um método preditor-corretor, onde podemos usar
métodos explícitos e implícitos para obter o melhor desempenho para a nossa análise.
Portanto, o método de Euler, um método explícito, foi escolhido como preditor para
tomar o valor da etapa anterior da iteração (yn+1,0 = yn) como a estimativa inicial
para a próxima etapa,

ȳn+1 = yn + hf (tn, yn) (3.41)

e, então, o método corretor é realizado por

yn+1 = yn +
1

2
h [f (tn+1, ȳn+1) + f (tn, yn)] (3.42)

A equação 3.42 é o método do trapézio implícito. No entanto, quando utilizamos
o método de Euler explícito para ser um preditor dentro do método do trapézio
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implícito, observamos que é obtido o método do trapézio explícito, também conhe-
cido como método de Euler modificado e método de Heun. Com isso, o método
do trapézio explícito torna-se um tipo de corretor. Essa combinação é geralmente
chamada de método preditor-corretor da regra do trapézio. [13]

Uma alternativa para melhorar os valores de xn para cada iteração, é utilizar o
método de Newton-Raphson. Assim, obtemos um algoritmo mais otimizado para
a solução numérica. O método de Newton-Raphson começa com uma estimativa
inicial da raiz, denotada x0 ̸= xn, e usa a tangente de f(x) em x0 para melhorar a
estimativa da raiz. Em particular, a melhoria, denotada x1, é obtida determinando
onde a linha tangente a f(x) em x0 cruza o eixo x. Para utilizar o método de
Newton-Raphson é necessária uma expressão explícita para a derivada da função.
[14] Logo, é aplicável ao nosso caso usando o a expressão do método da regra do
trapézio explícita.

yn+1,k+1 = yn+1,k −
(
yn+1,k − yn − 1

2
h [f (tn+1, ȳn+1,k) + f (tn, yn)]

1− 1
2
hfy (tn+1, ȳn+1,k)

)
(3.43)

onde k é o número de iterações do método; h é o tamanho do passo para cada
iteração; e yn+1 é o valor novo obtido após uma iteração. Seguindo as seguintes
etapas:

1. n = 0;
2. yn+1 = yn − f(yn)

f ′(yn)
;

3. Se |yn+1 − yn| ≤ ϵ aceita yn ≃ yn+1 a iteração é terminada, caso contrário;
4. n = n+ 1 e retorna ao passo 2.

Onde ϵ é a tolerância para o erro pré-determinada.
Considerando,

fy(t, y) =
∂f

∂y
(t, y) (3.44)

e, fazendo,

f(t, y) =
dρ

dt
(3.45)

temos,

y = f(t, y) =
dρ

dt
=

β

P (t)

dP

dt
−
[

1

P (t)

dP

dt
+ λ

]
ρ(t) (3.46)

Consequentemente, fy(t, y) é

fy(t, y) =
∂f

∂y
(t, y) = − 1

P (t)

dP

dt
− λ (3.47)

Assim, podemos usar a Eq.3.43 para realizar a análise numérica do método pro-
posto e monitorar a convergência usando uma tolerância de erro pré-determinada
para definir um laço de operações para iterações limitadas até atingir o critério de
convergência.
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O método numérico escolhido para resolver a Eq. 3.19 foi o método preditor-
corretor com a regra do trapézio. Esse método apresentou os melhores resultados
dentre outros métodos numéricos conhecidos. Onde usamos o método de Euler
modificado, também chamado regra do trapézio explícita, para ser o preditor e a
regra do trapézio implícita sendo o nosso corretor.

A interação de um preditor implícito com um corretor explícito melhorou o pro-
blema relacionado com a rigidez da equação diferencial, apresentando maior esta-
bilidade para quando trabalharmos com tamanho de malha grande, assim como,
tamanho de malha pequeno. Como trabalhamos com diferentes comportamentos de
perfis de potência nuclear, a equação diferencial não terá uma rigidez bem definida,
podendo alterar de caso a caso. Logo, é ideal termos um método numérico que
possua uma ampla aplicação em diferentes condições de contorno com uma malha
variável sem limitações práticas quanto ao seu tamanho. [15]

Mais detalhes sobre o método numérico utilizado é encontrado no apêndice deste
trabalho.

3.2 Etapas do processo de validação dos resultados
Análise qualitativa da forma integro-diferencial

Para realizar a análise qualitativa, fazendo testes com a Eq. 3.4, um programa
em Python foi criado. Esse programa é utilizado para resolver a Eq. 3.4 para a
obtenção dos resultados.

Assim, para resolver a derivada, foi utilizado o método diferenças finitas, podendo
ser feito pela forma progressiva,

f ′ (xi) ≈
f (xi+1)− f (xi)

h
(3.48)

central ou
f ′ (xi) ≈

f (xi+1)− f (xi−1)

2h
(3.49)

regressiva.

f ′ (xi) ≈
f (xi)− f (xi−1)

h
(3.50)

Uma função com diversos pontos de inflexões foi escolhida para testar e escolher
o método de derivação com o menor erro obtido em relação a solução exato. Com
isso em vista, o método central foi escolhido porque apresentou um menor erro de
aproximação comparado ao método progressivo e regressivo, como mostra a tabela
a seguir.

Tabela 3.1: Comparação entre o erro máximo entre os métodos de diferenças finitas

Erro Máximo
Central 4.3589×10−7

Progressivo 6.2254×10−3

Regressivo 6.2255×10−3

A escolha do passo de h = 10−6 foi realizada de forma heurística, na tentativa
e erro, chegando na melhor opção para reproduzir os resultados com o menor erro
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de aproximação, além disso, tratando problemas onde os valores apresentam sensi-
bilidade na ordem de 10−5, no caso do valor de Λ, por exemplo, é significativo usar
uma ordem inferior em questão para não influenciar nos resultados negativamente.
Valores de ordem mais baixa escolhidas alteraram significativamente os resultados
ao ponto de não ser viável a escolha devido ao erro gerado.

Um exemplo comparando o método numérico utilizado com o valor exato previsto
é mostrado na imagem a seguir:

Figura 3.2: Comparação da derivada de uma função qualquer: y = x4 + sin(x3)
realizada pela solução numérica e pela solução analítica. Erro máximo de 3.216 ×
10−7, com h = 10−6.

Para resolver a integral da Eq. 3.4 foi utilizada a Regra da Quadratura de Gauss
de dois pontos, que é uma extensão da aproximação da Regra Trapezoidal onde os
argumentos da função não são predeterminados como a e b, mas como incógnitas x1
e x2. Na Regra da Quadratura de Gauss de dois pontos, a integral é aproximada
como, método numérico comum para resolução de integrais. [16]

∫ b

a

f(x)dx ≈ c1f (x1) + c2f (x2)

=
b− a

2
f

(
b− a

2

(
− 1√

3

)
+
b+ a

2

)
+
b− a

2
f

(
b− a

2

(
1√
3

)
+
b+ a

2

)
(3.51)

Com a intenção de analisar os resultados com os menores erros relativos com os
valores de referência, métricas de análise estatística foram utilizadas, assim como,
gráficos para visualização mostrando as diferenças dos resultados.

Por fim, os resultados com os menores erros relativos são analisados para definir
qual o limite da aproximação realizada na Eq. 3.7.

Nos casos quando a aproximação mostrada na Eq. 3.7 for válida são implemen-
tados na Eq. 3.18, visando validar os resultados encontrados.
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Convenção de unidades

Como a quantidade de reatividade a ser calculada, geralmente, possui valores
bem baixos da ordem de 10−3, costuma-se descrevê-lá em unidades de PCM - "por
cem mil", o equivalente a 10−5.

Avaliação da solução semi-analítica e da solução numérica da equação
diferencial da reatividade

Um método numérico de referência é utilizado para termos uma comparação
quanto ao resultado esperado, esse método numérico é uma implementação do mó-
dulo ODEINT do pacote INTEGRATE da biblioteca SciPy do Python, onde o
método resolve equações diferenciais usando LSODA da biblioteca ODEPACK do
FORTRAN. [17]

A partir de comparações com esse método existente, um novo método numérico,
preditor-corretor, foi desenvolvido para se adequar ao problema em diversos casos,
para se adaptar a diferentes tipos de rigidez das equações diferenciais.

A equação semi-analítica 3.40 tem sua integral sendo resolvida pelo método da
regra da Quadratura de Gauss.

Análise quantitativa dos resultados obtidos da forma integro-diferencial
com os resultados da solução da equação diferencial da reatividade

Os testes que melhor se ajustaram na análise qualitativa da forma integro-
diferencial são avaliados com a equação diferencial para uma análise quantitativa,
esses testes são os que apresentam erros relativos inferiores a 1% ao se considerar a
aproximação Λ

P (t)
dP (t)
dt

∼= 0.
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Capítulo 4

Resultados e Discussões

A análise qualitativa dos diferentes casos testados, foi feita com a equação
integro-diferencial da reatividade, a Eq. 3.4. Como pode ser observado na Fig.
4.1, foram realizados gráficos dessa forma na primeira análise, comparando a solu-
ção da Eq. 3.4 com um valor de Λ dado, diferente de zero, e a solução com o valor
de Λ = 0s.

Figura 4.1: Exemplo de gráfico obtido para realizar análise qualitativa.

Os casos considerados válidos são aquele com um erro relativo inferior a 1%,
acima disso os resultados foram invalidados.

Além disso, algumas métricas de estatísticas foram utilizadas de modo a obter
mais detalhes sobre os resultados.
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Resultados para perfis de potência nuclear com o comportamento de uma
função exponencial do artigo de Diaz et al. [2]

(a) ∆t = 3s

(b) ∆t = 0.1s (c) ∆t = 0.01s

Figura 4.2: Gráfico de reatividade vs. tempo para um caso validado com o perfil
de potência P (t) = e0.12353·t.

Na Fig. 4.2, nota-se que a curva considerando o Λ = 0s não possui diferença
significativa ao ser considerado o valor do parâmetro Λ = 2.0× 10−5. Essa diferença
menor que 1% valida esse caso para ser um dos potenciais candidatos para os testes
do método proposto deste trabalho.

Tabela 4.1: Diferença dos resultados de P (t) = e0.12353·t para diferentes passos no
intervalo de tempo ∆t.

∆t [s] 3 0.1 0.01
Erro Máximo [pcm] 3.08825× 10−1 3.08825× 10−1 3.08825× 10−1

R2 9.81762× 10−1 9.50067× 10−1 9.49360× 10−1

Considerando diferentes perfis de potência nuclear de comportamento exponen-
cial, temos:
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Figura 4.3: Nota-se a diferença mais significativa da curva considerado o parâmetro
Λ. Diferença com erro relativo superior a 4%. Gráfico de reatividade vs. tempo
para um caso invalidado com o perfil de potência P (t) = e11.6422·t, com ∆t = 0.1s.

Figura 4.4: Gráfico de reatividade vs. tempo para um caso invalidado com o perfil
de potência P (t) = e52.80352·t, com ∆t = 0.01s.
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Tabela 4.2: Comparação dos erros relativos dos três perfis de potência nuclear ana-
lisados

∆t [s] Erro Relativo %
e0.12353·t e11.6442·t e52.80352·t

0.01 0.103133059 4.339013345 16.06494976
0.1 0.103134546 4.162466104 —
3 0.103267822 — —

Avaliação do termo 1
P (t)

dP (t)
dt

(a) Visualização do comportamento da curva
do termo 1

P (t)
dP (t)
dt do método de referência

para P (t) = e0.12353·t.

(b) Visualização do comportamento da
curva do termo 1

P (t)
dP (t)
dt do método de

referência para P (t) = e11.6442·t .

(c) Visualização do comportamento da curva
do termo 1

P (t)
dP (t)
dt do método de referência

para P (t) = e52.80352·t.

Figura 4.5: Gráfico do termo 1
P (t)

dP (t)
dt

vs. tempo para diferentes perfis de potência
nuclear exponencial com tamanho do passo de tempo variado conforme indicado nas
legendas dos gráficos.
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Avaliação do termo Λ
P (t)

dP (t)
dt

(a) Visualização do comportamento da curva
do termo Λ

P (t)
dP (t)
dt do método de referência

para P (t) = e0.12353·t.

(b) Visualização do comportamento da
curva do termo Λ

P (t)
dP (t)
dt do método de

referência para P (t) = e11.6442·t .

(c) Visualização do comportamento da curva
do termo Λ

P (t)
dP (t)
dt do método de referência

para P (t) = e52.80352·t.

Figura 4.6: Gráfico do termo Λ
P (t)

dP (t)
dt

vs. tempo para diferentes perfis de potência
nuclear exponencial com tamanho do passo de tempo variado conforme indicado nas
legendas dos gráficos, onde mostra o efeito no resultado da reatividade ao considerar
o parâmetro Λ = 2.0×10−5 s pelo cálculo do método integro-diferencial de referência.

Analisando as figuras 4.5 e 4.6, percebe-se como a ordem dos valores do termo
da potência nuclear vezes a sua derivada no tempo diminui significativamente ao ser
inserido o parâmetro Λ, que possui ordem de grandeza inferior, tornando válido o
estudo dos casos onde o termo Λ

P (t)
dP (t)
dt

se aproxima de zero, especificamente, para
casos onde esse termo não tenha valores de ordem superior a 10−5, onde começaria
ser significativo para análise feita com base em reatividade convencionada para por
cem mil, pois seus valores são multiplicados por 105 nas análises. A seguir é mos-
trado um estudo dos limites do parâmetro Λ para os perfis de potência nuclear com
comportamento exponencial.

Limites do parâmetro Λ

Tendo em visto a função exponencial mais comum encontrada na literatura para
o estudo da reatividade, foram testados os limites do parâmetro Λ para um perfil
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de potência exponencial, limites nos quais a reatividade retornava um erro relativo
menor que 1%.

Para isso, foram utilizados os parâmetros cinéticos de β e λ do U-235 encontrados
experimentalmente.

(a) Variação do tempo de geração de
nêutrons ∆Λ que apresentaram um erro

relativo na reatividade menor 1% para um
perfil de potência exponencial P (t) = ew·t,

com w = 0.001

(b) Variação do tempo de geração de
nêutrons ∆Λ que apresentaram um erro

relativo na reatividade menor 1% para um
perfil de potência exponencial P (t) = ew·t,

com w = 1.0

Figura 4.7: Gráfico de caixa com dados sobrepostos da variação do parâmetro Λ em
um intervalo de 0 a 100 segundos, com um passo ∆t = 0.01s, onde a caixa mostra a
faixa dos valores entre 25% e 75%, incluindo a média e os limites superior e inferior
nos pontos. Gráfico realizado com o auxílio do software Origin v.2022.

A partir dos resultados mostrados na Fig. 4.7, podemos inferir que para dados
os parâmetros cinéticos de referência, poderíamos validar perfis exponenciais de
potência da forma ew·t, com 0.001 < w ≤ 1, e entre um intervalo de tempo de 0
a 100 segundos, com um passo ∆t = 0.01s, somente, entre os valores de Λ entre o
mínimo da ordem de 10−7s até em torno de 5.52× 10−5s.

Comparação da solução semi-analítica com a solução numérica

A avaliação de um perfil de potência nuclear de comportamento exponencial com
passo no tempo de ∆t = 0.01s, foi realizada a fim de comparação com o desempenho
da solução semi-analítica e com o desempenho da solução numérica. A escolha do
passo no tempo na ordem de 10−2 foi pré-determinada para o teste de um caso onde
há a necessidade de uma malha mais refinada, assim, podendo inferir no tempo de
execução e resultado de cada solução a fim de comparação.

Tabela 4.3: Tempo de execução da solução semi-analítica e da solução numérica

Tempo de Execução [s]
Semi-analítica 17.188

Numérica 5.349
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Tabela 4.4: Erro relativo em % da solução semi-analítica com a solução numérica

Erro Relativo % RMSE
Média 6.56× 10−6 1.93× 10−10

Desvio padrão 3.38× 10−5 5.17× 10−26

Mínimo 2.21× 10−10 1.93× 10−10

Máximo 0.000629 1.93× 10−10

Erros significativos não foram observados entre os resultados da solução semi-
analítica e da solução numérica. O tempo de execução da solução semi-analítica é
muito superior, sendo já o esperado devido ao cálculo da integral na sua equação.
Portanto, a solução numérica em termos de desempenho é superior e, com isso, é
utilizada nas análises a seguir.

Potência nuclear constante

O primeiro teste feito com o método proposto, é o caso mais simples que já
conhecemos o resultado — quando a potência nuclear é constante. Isto porque se
não for o resultado esperado, ρ = 0, já podemos identificar o erro da metodologia
utilizada. Nas figuras abaixo, é possível visualizar que neste caso com a potência
constante é validado.
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(a) reatividade para uma potência nuclear
constante com variação no intervalo de

tempo, ∆t = 0.01 s

(b) reatividade para uma potência nuclear
constante com variação no intervalo de

tempo, ∆t = 0.1 s

(c) reatividade para uma potência nuclear
constante com variação no intervalo de

tempo, ∆t = 1 s

Figura 4.8: Gráfico da reatividade vs. tempo para uma potência nuclear cons-
tante. A curva amarela representa a solução numérica da equação diferencial da
reatividade; e a curva vermelha representa a reatividade calculada pela equação
integro-diferencial do método de referência.

Embora pareça que algo está errado, pois, não era para haver as oscilações nos
gráficos, percebemos que essa oscilação se dá na ordem de 10−12, isto acontece porque
há erros das soluções numéricas, no entanto, em uma escala que pode ser desprezível
por se aproximar de 0. No entanto, mostra como o método proposto é estável.

Nota-se que essas oscilações são inversamente proporcionais ao passo dado em
cada intervalo de tempo, ou seja, para passos menores há mais variações nas oscila-
ções.
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Perfis de potência nuclear validados de diferentes literaturas

Figura 4.9: Potência nuclear P (t) = e2.345·t, com ∆t = 0.3s.

Figura 4.10: Potência nuclear P (t) = A + w · t, sendo A = 1.0 e w = 1.0, com
∆t = 0.1s. [1]
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Figura 4.11: Potência nuclear P (t) = cosh( π·t
180

), com ∆t = 5s. [2]

Figura 4.12: Potência nuclear P (t) = 1+A · sinh(w·t
180

), sendo A = 1.0 e w = π
10

com
∆t = 0.1s. [1]
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Comparação dos valores de reatividade calculados pelo método proposto
com a solução numérica do algoritmo preditor-corretor e o método de
referência

(a) reatividade para uma potência nuclear
P (t) = exp(0.12353 · t) com variação no

intervalo de tempo de ∆t = 3 s

(b) reatividade para uma potência nuclear
P (t) = exp(0.12353 · t) com variação no

intervalo de tempo de ∆t = 1 s

(c) reatividade para uma potência nuclear
P (t) = exp(0.12353 · t) com variação no

intervalo de tempo de ∆t = 0.1 s

(d) reatividade para uma potência nuclear
P (t) = cosh((π/180) · t) com variação no

intervalo de tempo de ∆t = 5 s

Figura 4.13: Gráfico da reatividade vs. tempo para uma potência nuclear cons-
tante. A curva amarela representa a solução numérica da equação diferencial da
reatividade; e a curva vermelha representa a reatividade calculada pela equação
integro-diferencial do método de referência.

Tabela 4.5: Resultados comparando o método proposto com o método de referência

P(t) [MWt] e0.12353·t e0.12353·t e0.12353·t cosh((π/180) · t)
∆t [s] 3 1 0.1 5

MAE [pcm] 0.606 0.072 0.001 0.036
RMSE [pcm] 1.849 0.204 0.002 0.046
Erromax [pcm] 9.463 1.249 0.01 0.128

Desvio padrão [pcm] 1.749 0.191 0.002 0.031
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(a) reatividade para uma potência nuclear
P (t) = exp(0.1176 · t) com variação no

intervalo de tempo de ∆t = 1 s

(b) reatividade para uma potência nuclear
P (t) = 1 + t com variação no intervalo de

tempo de ∆t = 0.1 s

(c) reatividade para uma potência nuclear
P (t) = 1 + sin(π/10) · t) com variação no

intervalo de tempo de ∆t = 0.1 s

(d) reatividade para uma potência nuclear
P (t) = exp(2.345 · t) com variação no

intervalo de tempo de ∆t = 0.3 s

Figura 4.14: Gráfico da reatividade vs. tempo para uma potência nuclear cons-
tante. A curva amarela representa a solução numérica da equação diferencial da
reatividade; e a curva vermelha representa a reatividade calculada pela equação
integro-diferencial do método de referência.

Tabela 4.6: Resultados comparando o método proposto com o método de referência

P(t) [MWt] 1 + t 1 + sin(π/10) · t) e2.3457·t e0.1176·t

∆t [s] 0.1 0.1 0.3 1
MAE [pcm] 0.217 0.039 0.204 0.068
RMSE [pcm] 0.287 0.043 1.367 0.192
Erromax[pcm] 0.696 0.071 13.362 1.174

Desvio padrão [pcm] 0.189 0.021 1.351 0.179
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Comparação da recuperação da curva de reatividade do método proposto
com o método de referência

Figura 4.15: P (t) = e0.12353·t [2]. A diferença do tempo de convergência para os dois
métodos reiniciar o cálculo de reatividade após o reinício do reatímetro é igual a
∆tconverg = tnovo − tref ∼= 170s.

Figura 4.16: P (t) = A+w · t, sendo A = 1.0 e w = 1.0 [1]. A diferença do tempo de
convergência para os dois métodos reiniciar o cálculo de reatividade após o reinício
do reatímetro é igual a ∆tconverg = tnovo − tref ∼= 600s.
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Figura 4.17: P (t) = e2.345·t [3]. A diferença do tempo de convergência para os dois
métodos reiniciar o cálculo de reatividade após o reinício do reatímetro é igual a
∆tconverg = tnovo − tref ∼= 127s.

Figura 4.18: P (t) = cosh( π·t
180

) [2]. A diferença do tempo de convergência para os
dois métodos reiniciar o cálculo de reatividade após o reinício do reatímetro é igual
a ∆tconverg = tnovo − tref ∼= 275s.
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Tabela 4.7: Resultados comparando o desempenho o método de referência com o
método proposto na recuperação da curva da reatividade após o reinício do reatí-
metro, onde td é o tempo de desligamento do reatímetro e tl é o tempo de reinício
do reatímetro.

P (t) [MWt] td [s] tl [s] Diferença no tempo de convergência [s]
e0.12353·t 35 95 ∼ 170
1 + t 35 95 ∼ 600
e2.345·t 5 60 ∼ 127

cosh(π · t/180) 60 175 ∼ 275
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Capítulo 5

Conclusões

A reatividade é um dos parâmetros mais importantes da física de reatores utiliza-
dos no controle de um reator nuclear, principalmente, para os testes físicos durante a
partida de um reator nuclear para um novo ciclo de operação. Nesta etapa, os testes
físicos são realizados em baixa potência nuclear para verificar e validar um conjunto
de parâmetros de segurança como: concentração crítica de boro, coeficientes de
reatividade (temperatura do moderador, reatividade do boro e densidade do mode-
rador), simetria do fluxo de nêutrons e a reatividade imediata após o desligamento
do reator nuclear.

Nos testes físicos do reator é usado para calcular a reatividade um método que
depende do histórico da potência nuclear. Neste trabalho, foi desenvolvida uma
equação diferencial linear que, entre outras vantagens, é independente do histórico da
potência nuclear, permitindo que a reatividade seja calculada a qualquer momento
sem perda de acurácia após o desligamento inesperado do reatímetro.

A nova formulação resultando na equação diferencial para o cálculo da reativi-
dade foi testada com resultados encontrados na literatura e apresentou resultados
satisfatórios.

Para chegar nesses resultados uma série de análises foram realizadas para conse-
guir impor um fator limitante que há nas condições estudadas, assim, encontrando os
casos os quais a formulação pode ser aplicada mantendo o seu nível de confiabilidade.

Com isso, a primeira análise feita foi para validar os cenários de potência nu-
clear onde o termo Λ

P (t)
dP
dt

poderia ser eliminado da equação de referência sem gerar
um erro maior que 1%. Os resultados foram melhor visualizados graficamente, mos-
trando como como a validação dos casos com erro relativo inferior a 1% são validados
para aqueles casos cujos o termo Λ

P (t)
dP
dt

não possuem uma sensibilidade na ordem
de ≈ 10−5, a mesma ordem usada na convenção, "pcm", da unidade de reatividade
utilizada ao usarmos para a avaliação dos resultados da reatividade.

Além disso, foi realizada uma análise mais aprofundada sobre um perfil específico
de potência nuclear que é encontrado com frequência na literatura, avaliando a
variação do parâmetro Λ em um perfil de comportamento exponencial P (t) = ew·t,
onde w ≤ 1, visando os testes físicos que são realizados em baixa potência nuclear.
Os resultados permitiram a definição dos limites nesse cenário em que poderiam
já ser descartadas potência nuclear com essa forma de perfil exponencial apenas
com base nos dados de entrada sem a necessidade de realização das simulações,
otimizando a escolha desse tipo de perfil para o contexto estudado neste trabalho.

A solução semi-analítica do método proposto demonstrou desempenho inferior
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comparada a solução numérica, ao se considerar a implementação prática em um
reatímetro, pelo fato de ser necessário um tempo de execução superior para obter os
resultados desejados, mesmo assim, apresentou erros relativos inferiores a 1%, assim
como, os resultados da solução numérica. Isso nos leva a preferir a solução numérica
para implementação em um projeto de reatímetro onde é esperado ter um tempo de
resposta superior nos cálculos da reatividade.

O método de referência da literatura demonstrou que exige um tempo muito
superior para a aquisição de dados do reator nuclear após o reinício do reatímetro
para iniciar o cálculo da reatividade, possuindo uma diferença até de minutos no
tempo que leva para convergir a curva de reatividade após o seu reinício. Isso
mostra, notoriamente, a vantagem que o método novo proposto tem sobre o método
de referência, onde a recuperação da convergência da curva de reatividade é de forma
quase instantânea, sem depender do histórico da potência nuclear.

Neste projeto, o método proposto foi limitado nas situações onde o termo Λ
P (t)

dP
dt

pode ser desconsiderado de forma a não afetar significativamente os resultados. Por-
tanto, para um avanço desse método proposto, incluir os casos onde o termo Λ

P (t)
dP
dt

pode ser considerado e avaliar como o seu desempenho é afetado, mantendo a sua
acurácia ou não. Sendo um caminho para a produção de novos estudos a fim de
cada vez mais abranger suas aplicações para casos cada vez mais complexos.

É esperado que o reator Argonauta do IEN possa ser beneficiado por este traba-
lho, para isto, será implementado nas condições de operações reais e testes futuros
serão realizados.
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Apêndice A

Dados complementares

A.1 Parâmetros utilizados
A tabela de dados de parâmetros cinéticos é a mesma para todos os casos na

literatura de referência, com o Λ = 2.0× 10−5s.

Tabela A.1: Parâmetros cinéticos dos grupos de precursores de nêutrons usados
como referência.

Grupos β λ [s−1]
1 0.000266 0.0127
2 0.001491 0.0317
3 0.001316 0.115
4 0.002849 0.311
5 0.000896 1.4
6 0.000182 3.87

A.2 Código do programa

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
import pandas as pd

# Funcao para calcular a derivada da potencia do reator nuclear.

def derivada(f, t):

h = 10**(-6)

res = (f(t + h) - f(t - h)) / (2 * h)

return res

def trapezio_implicit(f,df,tempo,y0):
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y = np.zeros(len(tempo))
y[0] = y0

#Preditor sendo a regra do trapezio explicita ou Euler modificado Metodo
de Heun

for i in range(0, len(tempo) - 1):
h = tempo[i + 1] - tempo[i]
#y[i + 1] = y[i] + h * f(y[i], t[i]) #Formato do metodo Forward Euler
y[i + 1] = y[i] + (h / 2) * (f(y[i] + h \
* f(y[i], tempo[i]), tempo[i + 1]) + f(y[i], tempo[i])) #Regra do

#trapezio explicita / Metodo de Euler modificado / Metodo de Heun

#Regra do trapezio implicita como corretor, sendo resolvido pelo metodo
de Newton, tendo como chute o metodo de Euler modificado que e’ o x0

tol = 1.0
interacao = 0.0

while interacao < 5 and tol > 1e-8: #Enquanto as condicoes sao
#satisfeitas, rodar o codigo

Y = y[i] + (h / 2) * (f(y[i + 1], tempo[i + 1]) + f(y[i], tempo[i]))
- y[i + 1] #Trapezio implicito como funcao f(x,t) para o metodo
de Newton, onde o x e predito no metodo de Euler modificado

dY = (h / 2) * (df(y[i + 1], tempo[i + 1]) + df(y[i], tempo[i])) - 1
#Derivada de f(x,t)

yn = y[i + 1] - Y / dY #Formulacao geral do algoritmo do metodo de
Newton

erro = abs(yn - y[i + 1]) #Calcula erro pela diferenca

tol = erro #Verifica se esta dentro da tolerancia

y[i + 1] = yn #Se o erro satisfaz a condicao da tolerancia, entao o
#novo valor de y e’ considerado

interacao += 1 #Logo, a interacao se repete, enquanto satisfaz as
condicoes

y[i + 1] = yn

return y
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