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O estudo da movimentação de nêutrons em meios materiais é de suma importância para cálculos 

de blindagem de nêutrons e para o controle da criticalidade em reatores nucleares. A equação 

de transporte de nêutrons é a melhor formulação determinística para descrever essa 

movimentação, mas é tradicionalmente resolvida por métodos numéricos em malhas finas que 

requerem tempos de cálculo computacional relativamente grandes para alcançarem resultados 

mais precisos. Dessa forma, neste trabalho, foram propostas soluções analíticas para a equação 

de transporte de nêutrons unidimensional e monoenergética usando o método das ordenadas 

discretas 𝑆2 para problemas de fonte-fixa e de autovalor. A solução para problemas de autovalor 

foi comparada com uma variante do método Diamond Differences (método DD) desenvolvida 

neste trabalho e com os resultados obtidos pelo método DD de referência. A solução para 

problemas de fonte-fixa foi validada pela solução para problemas de autovalor e também pela 

variante do método DD desenvolvida. Em todos os casos, foi observado que as soluções 

analíticas, de fato, não apresentam qualquer alteração nos resultados quando suas malhas são 

refinadas e podem ser programadas para malhas muito mais grossas para se garantir os menores 

tempos computacionais possíveis. Por outro lado, o refino nas malhas dos métodos numéricos 

aproximou seus resultados aos das soluções analíticas, garantindo assim sua validade. 

 

Palavras-chave: Equação de Transporte de Nêutrons, Solução Analítica, Métodos Numéricos. 
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The study of neutron movement in material means is of paramount importance for shielding 

calculations and for criticality control in nuclear reactors. The neutron transport equation is the 

best deterministic formulation to describe this movement, but it is traditionally solved by 

numerical methods in fine meshes that require relatively large computational calculation times 

to achieve more accurate results. Thus, in this work, analytical solutions were proposed for the 

one-dimensional and monoenergetic neutron transport equation using the discrete ordinates 

method 𝑆2 for the fixed-source and eigenvalue problems. The solution for the eigenvalue 

problems were compared with a variant of the Diamond Differences method (DD method) 

developed in this work and also with the results of a DD method of the bibliographical 

references of this work. The solution for fixed-source problems was validated by the solution 

for eigenvalue problems and also by the variant of the DD method developed. In all cases, it 

was observed that the analytical solutions indeed do not show any change in the results when 

their meshes are refined and can be programmed for much thicker meshes to guarantee the 

lowest possible computational times. On the other hand, the refinement in the meshes of the 

numerical methods approximated their results to those of the analytical solutions, thus 

guaranteeing their validity. 

 
Keywords: Neutron Transport Equation, Analytical Solution, Numerical Methods. 
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1. INTRODUÇÃO 

 

 Um dos pontos centrais da teoria de reatores nucleares é a determinação da distribuição 

de nêutrons através de estudos de movimentação e interação de nêutrons no meio material 

hospedeiro que compõe o núcleo de um reator nuclear. Muitos desses estudos tratam o 

movimento dos nêutrons como um processo difusivo, sob a suposição de que uma corrente de 

nêutrons tende a surgir em sentido contrário ao gradiente da densidade – ou do fluxo, como é 

normalmente tratado em Física de Reatores – dos mesmos, de forma análoga à Lei de Fick 

usada em Fenômenos de Transporte de Massa. No entanto, processos de difusão são geralmente 

caracterizados pela alta frequência de colisões em intervalos espaciais muito curtos, enquanto 

que um nêutron possui um livre caminho médio da ordem de um centímetro, sendo capaz de 

atravessar o diâmetro de uma vareta de elemento combustível sem sofrer uma interação sequer 

com o meio material. Dessa forma, faz-se necessário o uso de uma equação mais completa, 

chamada de equação de transporte de nêutrons, a qual foi adaptada da equação linearizada de 

transporte de Boltzmann usada na Mecânica Estatística. Contudo, embora muito completa, a 

equação de transporte de nêutrons é muito difícil de ser resolvida de forma direta, e, mesmo 

através de uma série de simplificações, continua exigindo um esforço computacional muito alto 

(DUDERDSTADT et al., 1976).  

 Tradicionalmente, problemas de transporte são resolvidos por métodos computacionais 

de malha fina, sendo o mais conhecido o método Diamond Differences – ou método DD 

(LEWIS et al., 1984). Porém, com o avanço dos anos, métodos analíticos, comumente referidos 

como métodos espectro-nodais, têm sido aprimorados desde a sua formulação inicial por Larsen 

(1986). De modo geral, as soluções analíticas possuem uma fundamentação algébrica e 

computacional consideravelmente mais complexa que as soluções numéricas, mas têm se 

mostrado capazes de executar os mesmos problemas com tempos de cálculo muito inferiores e 

com precisões ainda maiores (RAMÍREZ, 2021).  

 Então, com o intuito de dar continuidade aos estudos de soluções analíticas da equação 

de transporte de nêutrons, este trabalho tem como objetivo apresentar a formulação de dois 

casos muito estudados por essa equação: os chamados problemas de fonte-fixa, para cálculos 

de blindagem de nêutrons; e os problemas de autovalor, associados ao cálculo de criticalidade 

de reatores nucleares. 
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1.1 Estruturação do Trabalho 

 

 Este trabalho foi dividido em oito capítulos incluindo esta introdução. 

 No segundo capítulo, serão apresentados alguns conceitos fundamentais na área da 

Física de Reatores e será realizada a dedução da equação de transporte de nêutrons em uma de 

suas formulações mais completas. 

 No terceiro capítulo, algumas considerações matemáticas normalmente utilizadas para 

simplificar o cálculo da equação de transporte de nêutrons. Em seguida, também serão definidas 

algumas condições físicas específicas que possibilitarão a formulação das equações de 

transporte simplificadas para os problemas de fonte-fixa e de autovalor a serem resolvidas no 

capítulo seguinte. 

 No quarto capítulo, será desenvolvida a solução analítica da equação de transporte de 

nêutrons – simplificada pelos procedimentos do terceiro capítulo – para problemas de fonte-

fixa. Ao final, será apresentado um algoritmo genérico de programação para essa solução. 

 No quinto capítulo, será desenvolvida a solução analítica da equação de transporte de 

nêutrons – simplificada pelos procedimentos do terceiro capítulo – para problemas de autovalor. 

Ao final, será apresentado um algoritmo genérico de programação para essa solução e para o 

cálculo do fator de multiplicação associado à criticalidade. 

 No sexto capítulo, será apresentado um método numérico ligeiramente variante do 

método DD, com o intuito de desenvolver um terceiro algoritmo que irá auxiliar na validação 

das soluções analíticas.  

 No sétimo capítulo, serão realizados alguns testes para validar os resultados com aqueles 

já aceitos pela bibliografia, bem como comparações e validações entre os métodos e as soluções 

que foram aqui desenvolvidos. 

 Por fim, no oitavo capítulo, serão apresentadas as conclusões sobre os resultados obtidos 

e sobre todo o desenvolvimento deste trabalho, além de que também serão feitas algumas 

sugestões de estudos para trabalhos futuros. 
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2. DEDUÇÃO DA EQUAÇÃO DE TRANSPORTE DE NÊUTRONS 

  

 Antes de apresentarmos a equação de transporte de nêutrons em sua formulação mais 

completa, é necessário entendermos a sua validade para descrever o comportamento dos 

nêutrons em meios materiais. Portanto, neste capítulo, serão introduzidas algumas grandezas 

fundamentais para o entendimento básico da Física de Reatores para que, em seguida, seja 

realizada a dedução da equação de transporte de nêutrons.  

 

2.1 Grandezas Fundamentais 

 

O primeiro conceito a ser apresentado é a densidade angular de nêutrons:  

 

 𝑛(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡), (2.1) 

 

a qual pode ser entendida como a densidade de nêutrons em uma posição 𝐫 do espaço, viajando 

na direção ̂ e com uma energia 𝐸 no instante 𝑡.  

 Já o produto da densidade angular de nêutrons pelo módulo de suas velocidades 𝑣(𝐸) é 

definido como o fluxo angular de nêutrons: 

 

  (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) ≡ 𝑣(𝐸)𝑛(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡). (2.2) 

 

Nota-se que esse fluxo é ligeiramente diferente dos fluxos mais conhecidos do 

Eletromagnetismo ou de Fenômenos de Transporte, uma vez que representa uma grandeza 

escalar, e não vetorial. Na verdade, na física de reatores, o equivalente dos fluxos de um campo 

elétrico ou de calor é chamado de corrente de nêutrons: 

 

 𝐣(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) ≡  (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)̂ = 𝑣(𝐸)𝑛(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)̂. (2.3) 

  

 Considerando uma pequena superfície orientada 𝑑𝐒 na posição 𝐫, tal que 𝑑𝐒 = 𝐞̂𝑺𝑑𝑆, e 

𝐞̂𝑺 representa o vetor unitário normal à 𝑑𝑆, então 

 

 𝐣(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) ∙ 𝑑𝐒𝑑𝐸𝑑̂ (2.4) 
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pode ser entendido fisicamente como a quantidade de nêutrons com energia 𝐸 dentro de um 

intervalo de energia 𝑑𝐸, viajando na direção ̂ dentro de um pequeno domínio angular 𝑑̂, que 

atravessam a superfície orientada 𝑑𝐒 por unidade de tempo, no instante 𝑡. 

 Também se define o chamado fluxo escalar de nêutrons, dado por: 

 

 
 𝛷(𝐫, 𝐸, 𝑡) = ∫  (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑̂

4𝜋

. (2.5) 

 

 Por fim, para entendermos as interações entre os nêutrons e os meios materiais por onde 

se transportam, definimos as taxas de reações angulares pela expressão: 

  

  𝑓(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) = (𝐫, 𝐸, 𝑡) (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡). (2.6) 

 

 Na equação (2.6), (𝐫, 𝐸, 𝑡) representa a seção de choque macroscópica do meio 

material. Esse parâmetro pode ser definido, de modo simples, como uma espécie de 

probabilidade que um nêutron com uma determinada energia tem de interagir com um meio 

material numa determinada posição e num dado instante de tempo. Essas interações podem ser, 

por exemplo, por absorções, espalhamentos ou fissões, das quais se retiram suas respectivas 

taxas de reações.  

 

2.2 A Equação de Transporte de Nêutrons 

 

 Com o conhecimento dos conceitos apresentados na seção 2.1, vamos assumir um 

volume arbitrário 𝑉, invariante no tempo e delimitado por uma superfície fechada 𝑆. 

 A taxa de variação temporal, dentro do volume 𝑉, da densidade angular de nêutrons, 

para nêutrons com energia 𝐸 dentro de um intervalo de energia 𝑑𝐸, viajando na direção ̂ 

dentro de um pequeno domínio angular 𝑑̂, pode ser escrita como: 

 

 
[∫

𝜕

𝜕𝑡
𝑛(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝑉

𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂ = 𝑔𝑎𝑛ℎ𝑜𝑠 𝑒𝑚 𝑉 − 𝑝𝑒𝑟𝑑𝑎𝑠 𝑒𝑚 𝑉. (2.7) 

 

Agora, como mecanismos de ganho de nêutrons em 𝑉, podemos definir: 

(𝑎) quaisquer fontes de nêutrons em 𝑉; 
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(𝑏) nêutrons adentrando o volume 𝑉 através da superfície 𝑆; 

(𝑐) nêutrons com diferentes energias 𝐸′ e direções ̂′, que, ao sofrerem alguma colisão 

de espalhamento dentro de 𝑉, mudam de energia 𝐸′ para 𝐸 e de direção ̂′ para ̂. 

 

E como mecanismos de perda em 𝑉, temos: 

(𝑑) nêutrons deixando o volume 𝑉 pela superfície 𝑆; 

(𝑒) interações de espalhamento ou de absorção que retirem o nêutron de sua energia 𝐸 

ou de sua direção ̂. 

 

De forma que a equação (2.7) pode ser reescrita como: 

 

 
[∫

𝜕

𝜕𝑡
𝑛(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝑉

𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂− (𝑎) − (𝑏) − (𝑐) + (𝑑) + (𝑒) = 0. (2.8) 

 

Para o termo (𝑎), podemos definir dois tipos de contribuição em 𝑑𝐸 e 𝑑̂ da taxa de 

nêutrons que surge no volume infinitesimal 𝑑𝑉 nas redondezas da posição 𝐫, com energia 𝐸 e 

na direção ̂ no instante 𝑡: uma relacionada à produção interna de nêutrons pela fissão nuclear 

e outra relacionada a fontes externas.  

A taxa de fissão que contribui para essa produção interna é: 

 

 𝑓(𝐫, 𝐸
′, 𝑡) (𝐫, 𝐸′, ̂′, 𝑡)𝑑𝑉𝑑𝐸𝑑̂, (2.9) 

 

em que 𝑓(𝐫, 𝐸
′, 𝑡) representa a seção de choque macroscópica de fissão do meio material. 

Foram usados os termos 𝐸′ e ̂′ ao invés de 𝐸 e ̂, pois neste caso estamos considerando 

nêutrons de outras direções e energias que, quando absorvidos por algum núcleo, produzirão 

novos nêutrons com energia 𝐸 e na direção ̂ por fissão. 

Dessa forma, a taxa com que os nêutrons com energia 𝐸 e na direção ̂  que aparecem 

dentro de 𝑉 deve ser resultado da somatória das fissões provocadas por nêutrons de todas as 

possíveis energias e direções. Assim, considerando que  (𝐸′) corresponde ao número médio 

de nêutrons produzidos pela fissão provocada por um nêutron incidente de energia 𝐸′, e que os 

novos nêutrons produzidos pela fissão são emitidos de forma isotrópica, ou seja, igualmente 

em todo o domínio ̂, a taxa de total em que os nêutrons nascem no volume 𝑉 é: 
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[∫

𝜒(𝐸)

4𝜋
∫ ∫  (𝐸′)𝑓(𝐫, 𝐸

′, 𝑡) (𝐫, 𝐸′, ̂′, 𝑡)𝑑𝐸′𝑑̂′𝑑𝑉
∞

04𝜋𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂, (2.10) 

 

em que 𝜒(𝐸), o espectro de fissão, representa a distribuição de energia dos nêutrons que nascem 

da fissão nuclear, e o denominador 4𝜋 está associado à emissão isotrópica da fissão. 

Para o caso da taxa de geração de nêutrons por fontes externas ao volume 𝑉, escrevemos 

comumente a contribuição como: 

 

 𝑆(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝑉𝑑𝐸𝑑̂ (2.11) 

 

E com isso, o termo (𝑎) se dá por: 

 

(𝑎) ≡ [∫ 𝑆(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝑉
𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂+ 

 
[∫

𝜒(𝐸)

4𝜋
∫ ∫  (𝐸′)𝑓(𝐫, 𝐸

′, 𝑡) (𝐫, 𝐸′, ̂′, 𝑡)𝑑𝐸′𝑑̂′𝑑𝑉
∞

04𝜋𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂ (2.12) 

 

Para (𝑒), a contribuição em 𝑑𝐸 e 𝑑̂ da taxa de reação angular de interações de absorção 

ou colisão que retiram um nêutron de sua energia 𝐸 ou de sua direção ̂, no volume 

infinitesimal 𝑑𝑉 nas redondezas da posição 𝐫, é dada pela expressão: 

 

 𝑡(𝐫, 𝐸, 𝑡) (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝑉𝑑𝐸𝑑̂, (2.13) 

 

em que 𝑡(𝐫, 𝐸, 𝑡) é a seção de choque macroscópica total, associada à probabilidade de um 

nêutron mudar de energia 𝐸 ou de direção ̂ ao interagir com um meio material.  

 Dessa forma, o termo (𝑒) pode ser reescrito como: 

 

 
(𝑒) ≡ [∫ 𝑡(𝐫, 𝐸, 𝑡) (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝑉

𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂. (2.14) 

 

Para (𝑐), a contribuição em 𝑑𝐸 e 𝑑̂ para o ganho de nêutrons com energia 𝐸 e viajando 

na direção ̂ dentro do volume 𝑉 e no instante 𝑡 é dado pelos nêutrons com qualquer outra 
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energia 𝐸′ e viajando em qualquer outra direção ̂′, que, após sofrerem algum espalhamento, 

mudam suas energias para 𝐸 e sua direção para ̂: 

 

 
[∫ 𝑠(𝐫, 𝐸

′ → 𝐸, ̂′ → ̂, 𝑡) (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝑉
𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂. (2.15) 

 

Na equação (2.15), 𝑠(𝐫, 𝐸
′ → 𝐸, ̂′ → ̂, 𝑡) representa a seção de choque 

macroscópica de espalhamento, a qual está associada à probabilidade que um nêutron com 

energia 𝐸′ e direção ̂′ adquira uma nova energia 𝐸 e mude sua direção para ̂ após uma 

colisão. No entanto, como devemos considerar que esse espalhamento pode acontecer para 

nêutrons com todas as energias 𝐸′ e em todas as direções ̂′, o termo (𝑐) é na verdade: 

 

 
(𝑐) ≡ [∫ ∫ ∫ 𝑠(𝐫, 𝐸

′ → 𝐸, ̂′ → ̂, 𝑡) (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝐸′𝑑̂′𝑑𝑉
∞

04𝜋𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂. (2.16) 

 

Já (𝑏) e (𝑑) podem ser tratados em conjunto pela diferença (𝑑) − (𝑏), que representa a 

fuga líquida de nêutrons do volume 𝑉 pela superfície 𝑆. Para calculá-la, podemos escrever a 

taxa na qual os nêutrons com energia 𝐸 e viajando na direção ̂ fogem por um elemento de 

superfície orientada 𝑑𝐒 pela equação (2.4): 

 

 𝐣(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) ∙ 𝑑𝐒 =  (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)̂ ∙ 𝑑𝐒. (2.17) 

 

Assim, a contribuição em 𝑑𝐸 e 𝑑̂ da fuga líquida de nêutrons com energia 𝐸 e na 

direção ̂ pela superfície 𝑆 seria dada por: 

 

 
(𝑑) − (𝑏) ≡ [∮  (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)̂ ∙ 𝑑𝐒

𝑆

] 𝑑𝐸𝑑̂. (2.18) 

 

Porém, sabe-se pelo Teorema da Divergência de Gauss que: 

 

 
∮ 𝑭 ∙ 𝑑𝐒
𝑆

≡ ∫ 𝛁 ∙ 𝑭𝑑𝑉
𝑉

, (2.19) 
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e, portanto, podemos escrever a equação (2.18) como: 

 

 
(𝑑) − (𝑏) ≡ [∫ ̂ ∙ 𝛁 (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝑉

𝑉

] 𝑑𝐸𝑑̂. (2.20) 

 

  Agora, podemos substituir todos os termos (𝑎), (𝑏), (𝑐), (𝑑) e (𝑒) na equação (2.8) e 

agrupá-los em um mesmo integrando em 𝑉: 

 

[∫ (
𝜕

𝜕𝑡
𝑛(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) + ̂ ∙ 𝛁 (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) + 𝑡(𝐫, 𝐸, 𝑡) (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) −

𝑉

 

𝑆(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) −
𝜒(𝐸)

4𝜋
∫ ∫  (𝐸′)𝑓(𝐫, 𝐸

′, 𝑡) (𝐫, 𝐸′, ̂′, 𝑡)𝑑𝐸′𝑑̂′
∞

04𝜋

− 

 
∫ ∫ 𝑠(𝐫, 𝐸

′ → 𝐸, ̂′ → ̂, 𝑡) (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡)𝑑𝐸′𝑑̂ 
∞

04𝜋

)𝑑𝑉]𝑑𝐸𝑑̂ = 0. (2.21) 

 

 Além disso, lembrando da equação (2.2) que: 

 

 
𝑛(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) =

1

𝑣(𝐸)
 (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡), (2.22) 

 

e que a única maneira da integral em 𝑉 da equação (2.21) ser igual a zero é se o seu integrando 

for também igual a zero, chegamos por fim a equação (2.23): 

 

1

𝑣(𝐸)

𝜕

𝜕𝑡
 (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) + ̂ ∙ 𝛁 (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) + 𝑡(𝐫, 𝐸, 𝑡) (𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡) 

= ∫ ∫ 𝑠(𝐫, 𝐸′ → 𝐸, ̂′ → ̂, 𝑡) (𝐫, 𝐸′, ̂′, 𝑡)𝑑𝐸′𝑑̂′
4𝜋

∞

0

+ 

 𝜒(𝐸)

4𝜋
∫ ∫ (𝐸′)𝑓(𝐫, 𝐸′, 𝑡) (𝐫, 𝐸′, ̂′, 𝑡)𝑑𝐸′𝑑̂′

4𝜋

∞

0

+ 𝑆(𝐫, 𝐸, ̂, 𝑡), (2.23) 

 

a qual é conhecida como a equação de transporte de nêutrons.  
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3. CONSIDERAÇÕES E CONDIÇÕES DOS PROBLEMAS AVALIADOS 

 

 Embora a equação (2.23) descreva o transporte de nêutrons por uma das formulações 

mais completas possíveis, sua solução, seja analítica ou até mesmo por métodos numéricos, é 

demasiadamente complicada. Por isso, introduziremos algumas considerações e condições 

específicas dos problemas aqui avaliados para simplificar sucessivamente a equação (2.23). 

  

3.1 Aproximação a Uma Energia  

 

A primeira simplificação para a equação de transporte de nêutrons é a aproximação a 

uma energia, o que nos permite assumir que a seção de choque macroscópica de espalhamento 

seja expressa por: 

 

 𝑠(𝐫, 𝐸′ → 𝐸, ̂′ → ̂, 𝑡) = 𝑠(𝐫, 𝐸, ̂′ → ̂, 𝑡) (𝐸′ → 𝐸), (3.1) 

 

em que  (𝐸′ → 𝐸) representa a função – ou distribuição – Delta de Dirac.  

 Com a isso, a equação (2.23) pode ser reescrita como: 

 

1

𝑣

𝜕

𝜕𝑡
 (𝐫, ̂, 𝑡) + ̂ ∙ 𝛁 (𝐫, ̂, 𝑡) + 𝑡(𝐫, 𝑡) (𝐫, ̂, 𝑡) 

 
= ∫ [𝑠(𝐫, ̂′ → ̂, 𝑡) +

𝑓(𝐫, 𝑡)

4𝜋
] (𝐫, ̂′, 𝑡)𝑑̂′

4𝜋

+ 𝑆(𝐫, ̂, 𝑡). (3.2) 

 

3.2 Fonte e Espalhamento Isotrópicos 

 

 Nesse caso, a contribuição do termo de fonte externa e a seção de choque macroscópica 

de espalhamento não dependem da direção ̂ ou do ângulo de espalhamento ̂′ → ̂. Então, 

𝑆(𝐫, ̂, 𝑡) = 𝑆0(𝐫, 𝑡) 4𝜋⁄  e 𝑠(𝐫, ̂′ → ̂, 𝑡) = 𝑠0(𝐫, 𝑡) 4𝜋⁄ , e a equação (3.2) se torna: 

 

1

𝑣

𝜕

𝜕𝑡
 (𝐫, ̂, 𝑡) + ̂ ∙ 𝛁 (𝐫, ̂, 𝑡) + 𝑡(𝐫, 𝑡) (𝐫, ̂, 𝑡) 

 
= [

𝑠0(𝐫, 𝑡) + 𝑓(𝐫, 𝑡)

4𝜋
]∫  (𝐫, ̂′, 𝑡)𝑑̂′

4𝜋

+
𝑆0(𝐫, 𝑡)

4𝜋
. (3.3) 
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3.3 Problema Estacionário 

 

 No caso estacionário, o problema independe de 𝑡 e a derivada temporal é zerada: 

 

̂ ∙ 𝛁 (𝐫, ̂) + 𝑡(𝐫) (𝐫, ̂) 

 
= [

𝑠0(𝐫) + 𝑓(𝐫)

4𝜋
]∫  (𝐫, ̂′)𝑑̂′

4𝜋

+
𝑆0(𝐫)

4𝜋
. (3.4) 

 

3.4 Regiões do Núcleo Homogêneas 

 

Também consideraremos regiões homogêneas, com seções de choque macroscópicas 

uniformes dentro de uma região 𝑛 qualquer. Assim, podemos remover a dependência de 𝐫 das 

seções de choque e adicionar o índice 𝑛 aos parâmetros que podem variar de região para região: 

 

 
̂ ∙ 𝛁 𝑛(𝐫, ̂) + 𝑡

𝑛 𝑛(𝐫, ̂) = (
𝑠0

𝑛 + 𝑓
𝑛

4𝜋
)∫  𝑛(𝐫, ̂′)𝑑̂′

4𝜋

+
𝑆0

𝑛(𝐫)

4𝜋
. (3.5) 

 

3.5 Problema Unidimensional 

 

 O termo de fuga da equação (3.6) pode ser expandido em coordenadas cartesianas como: 

 

 
̂ ∙ 𝛁 𝑛(𝐫, ̂) = (̂𝑥

𝜕

𝜕𝑥
+ ̂𝑦

𝜕

𝜕𝑦
+ ̂𝑧

𝜕

𝜕𝑧
) 𝑛(𝑥, 𝑦, 𝑧, ̂), (3.6) 

 

com ̂𝑥 = 𝑐𝑜𝑠(), ̂𝑦 = 𝑠𝑒𝑛()𝑠𝑒𝑛() e ̂𝑧 = 𝑠𝑒𝑛()𝑐𝑜𝑠(), em que  é o ângulo formado 

entre ̂ e o eixo 𝑥, e  é o ângulo formado entre a projeção de ̂ no plano 𝑦𝑧 e o eixo 𝑧. 

 Já em um problema unidimensional, com simetria planar e independente do ângulo , a 

dependência espacial do fluxo de nêutrons se dá apenas pela coordenada 𝑥. Além disso, ̂ =

̂𝑥 = 𝑐𝑜𝑠() =  e 𝑑̂ = 2𝜋𝑑, e o termo de fonte externa também deve ser corrigido por um 

fator de 2𝜋, de modo que a equação (3.5) se torna: 

 

 


𝜕

𝜕𝑥
 𝑛(𝑥,) + 𝑡

𝑛 𝑛(𝑥,) = (
𝑠0

𝑛 + 𝑓
𝑛

2
)∫  𝑛(𝑥,′)𝑑′

+1

−1

+
𝑆0

𝑛(𝑥)

2
. (3.7) 
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3.6 Discretização da Variável Angular e Método 𝑺𝟐 

 

Também é possível discretizar a variável angular  em 𝑀 possíveis direções usando o 

método das Ordenadas Discretas, mais conhecido como método 𝑆𝑁 (DUDERSTADT et al., 

1976). Assim, para o caso unidimensional, definimos um conjunto finito de variáveis angulares 

dentro do seguinte intervalo: 

 

 −1 < 
1

< 
2

< ⋯ < 
𝑚−1

< 
𝑚

< 
𝑚+1

< ⋯ < 
𝑀−1

< 
𝑀

< +1, (3.8) 

 

Já as integrais de funções dependentes de  serão aproximadas por somatórias 

ponderadas por pesos de quadratura 𝜔𝑚 de Gauss-Legendre (LEWIS et al., 1984): 

 

 

∫ 𝑓()𝑑
+1

−1

= ∑ 𝜔𝑚

𝑀

𝑚=1

𝑓𝑚, (3.9) 

 

 e definiremos que 
𝑚
 𝑛(𝑥) ≡  𝑛(𝑥,

𝑚
). No caso unidimensional do método 𝑆𝑁, o número de 

ordenadas discretas se dá por 𝑀 = 𝑁. Portanto, para o método 𝑆2 escolhido, o número de 

ordenadas discretas é 𝑀 = 2, de modo que, para 𝑚 = 1, 2, a equação (3.6) assume a forma:  

 

 


𝑚

𝑑

𝑑𝑥


𝑚
 𝑛(𝑥) + 𝑡

𝑛
𝑚
 𝑛(𝑥) = (

𝑠0
𝑛 + 𝑓

𝑛

2
) ∑ 𝜔𝑚′𝑚′

 𝑛 (𝑥)

2

𝑚′=1

+
𝑆0

𝑛(𝑥)

2
. (3.10) 

 

 Sendo a projeção da direção 
1
 e da 

2
, respectivamente, concorrente e contracorrente 

ao sentido positivo do eixo 𝑥, e 𝑎𝑛, o tamanho da região 𝑛, temos as condições de contorno: 

 

 
1
 𝑛(−𝑎𝑛 2⁄ ) = 

1,𝑙
 𝑛  (3.11.a) 

e 

 
2
 𝑛(+𝑎𝑛 2⁄ ) = 

2,𝑟
 𝑛 . (3.11.b) 

 

 Ainda podemos aplicar algumas condições na equação (3.9) que modelarão os 

problemas de fonte fixa e de autovalor que desejamos resolver, o que será feito individualmente 

para cada um deles nos capítulos a seguir. 
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4. SOLUÇÃO ANALÍTICA – PROBLEMA DE FONTE-FIXA 

 

Para um problema de fonte-fixa em meios não-multiplicativos, em que 𝑓
𝑛 = 0 em 

qualquer região 𝑛, e com termo de fonte externa uniforme para cada região 𝑛, a equação (3.10) 

se torna, para 𝑚 = 1, 2: 

 

 


𝑚

𝑑

𝑑𝑥


𝑚
 𝑛(𝑥) + 𝑡

𝑛
𝑚
 𝑛(𝑥) =

𝑠0
𝑛

2
∑ 𝜔𝑚′𝑚′

 𝑛 (𝑥)

2

𝑚′=1

+
𝑆0

𝑛

2
. (4.1) 

 

 O procedimento padrão de solução de equações diferenciais ordinárias lineares consiste 

em assumir que a solução geral da equação, 
𝑚
 𝑛(𝑥), é composta pela combinação de uma 

solução homogênea, 
𝑚
 𝑛,ℎ(𝑥), e uma particular, 

𝑚
 𝑛,𝑝(𝑥), tal que: 

  

 
𝑚
 𝑛(𝑥) = 

𝑚
 𝑛,ℎ(𝑥) + 

𝑚
 𝑛,𝑝(𝑥). (4.2) 

 

4.1 Solução Homogênea  

 

A equação homogênea associada a este problema é obtida quando zeramos o termo de 

fonte-fixa da equação (4.1) e substituímos 
𝑚
 𝑛(𝑥) por 

𝑚
 𝑛,ℎ(𝑥), para 𝑚 = 1, 2: 

 

 


𝑚

𝑑

𝑑𝑥


𝑚
 𝑛,ℎ(𝑥) + 𝑡

𝑛
𝑚
 𝑛,ℎ(𝑥) =

𝑠0
𝑛

2
∑ 𝜔𝑚′𝑚′

 𝑛,ℎ(𝑥).

2

𝑚′=1

 (4.3) 

 

 Nesse caso, podemos assumir que a solução homogênea da equação (4.3), para 𝑚 =

1, 2, seja dada por funções exponenciais na forma: 

 

 
𝑚
 𝑛,ℎ(𝑥) = 𝐴𝑚

𝑛 𝑒
𝑛𝑥, (4.4) 

 

em que 𝐴𝑚
𝑛  e 𝑛

 são, respectivamente, os coeficientes e os argumentos das exponenciais a serem 

determinados. Assim, a partir da (4.4), temos as equivalências: 

 

 𝑑

𝑑𝑥


𝑚
 𝑛,ℎ(𝑥) =

𝑑

𝑑𝑥
(𝐴𝑚

𝑛 𝑒
𝑛𝑥) = 𝑛𝐴𝑚

𝑛 𝑒
𝑛𝑥. (4.5) 



19 
 

 

Com essas equivalências, podemos expandir a equação (4.3) para os dois valores de 𝑚 

e reescrevê-la na forma matricial: 

 

 

[
 
 
 

1
𝑛 + 𝑡

𝑛 −
𝑠0

𝑛 𝜔1

2
−
𝑠0

𝑛 𝜔2

2

−
𝑠0

𝑛 𝜔1

2


2
𝑛 + 𝑡

𝑛 −
𝑠0

𝑛 𝜔2

2 ]
 
 
 
[
𝐴1

𝑛

𝐴2
𝑛] 𝑒

𝑛𝑥 = [
0
0
]. (4.6) 

  

Cancelando o fator escalar não nulo 𝑒
𝑛𝑥, o sistema homogêneo dado pela equação (4.6) 

tem solução não-trivial, se, e somente se, o determinante da matriz dos coeficientes for nulo 

(BOYCE et al., 2015). Como no método 𝑆2, 
2

= −
1
 e 𝜔1 = 𝜔2 = 1, a condição de 

determinante nulo leva à equação de segundo grau: 

 

 −
1
2(𝑛)2 + (𝑡

𝑛)2 − 𝑡
𝑛𝑠0

𝑛 = 0, (4.7) 

 

cujas raízes 1
𝑛

 e 2
𝑛

 são: 

 

 
1

𝑛 = +
1


1

√𝑡
𝑛(𝑡

𝑛 − 𝑠0
𝑛 ) (4.8.a) 

e 

 
2

𝑛 = −
1


1

√𝑡
𝑛(𝑡

𝑛 − 𝑠0
𝑛 ). (4.8.b) 

 

 Como 𝑡
𝑛 − 𝑠0

𝑛 = 𝑎
𝑛, e 𝑎

𝑛 é a seção de choque macroscópica de absorção, que é 

sempre positiva, 1
𝑛

 e 2
𝑛

 são sempre reais. Além disso, temos também dois autovetores 𝐴𝑚
𝑛  e 

𝐵𝑚
𝑛  associados, respectivamente, a 1

𝑛
 e a 2

𝑛
. Portanto, temos duas possíveis soluções, e, pelo 

princípio da superposição, a combinação linear dessas soluções é a solução mais geral. Ou seja:  

 

 
𝑚
 𝑛,ℎ(𝑥) = 𝐴𝑚

𝑛 𝑒1
𝑛𝑥 + 𝐵𝑚

𝑛𝑒2
𝑛𝑥, (4.9) 

 

 Agora, substituímos 𝑛 = 1
𝑛

  na primeira linha da matriz de coeficientes do sistema 

linear dado pela equação (4.6) e a multiplicamos pelo autovetor 𝐴𝑚
𝑛 . Depois, repetimos esse 

processo com 𝑛 = 2
𝑛

 para o autovetor 𝐵𝑚
𝑛 . Como resultado, obtemos as equações: 
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(

1
1

𝑛 + 𝑡
𝑛 −

𝑠0
𝑛 𝜔1

2
)𝐴1

𝑛 − (
𝑠0

𝑛 𝜔2

2
)𝐴2

𝑛 = 0 (4.10.a) 

e 

 
(

1
2

𝑛 + 𝑡
𝑛 −

𝑠0
𝑛 𝜔1

2
)𝐵1

𝑛 − (
𝑠0

𝑛 𝜔2

2
)𝐵2

𝑛 = 0 (4.10.a) 

 

das quais é possível retirar as seguintes igualdades: 

 

 𝐴2
𝑛 = 

1
 𝑛𝐴1

𝑛 (4.11.a) 

e 

 𝐵2
𝑛 = 

2
 𝑛𝐵1

𝑛, (4.11.b) 

 

sendo as constantes 
1
 𝑛

 e 
2
 𝑛

 correspondentes a: 

 

 

1
 𝑛 ≡

2(
1
1

𝑛 + 𝑡
𝑛)

𝑠0
𝑛 − 1 (4.12.a) 

e 

 

2
 𝑛 ≡

2(
1
2

𝑛 + 𝑡
𝑛)

𝑠0
𝑛 − 1 (4.12.b) 

 

4.2 Solução Particular 

 

A solução particular, 
𝑚
 𝑛,𝑝(𝑥), tem a mesma forma funcional que o termo independente 

da equação (4.1), 𝑆0
𝑛 2⁄ . Ou seja, 

𝑚
 𝑛,𝑝(𝑥) deve ser uma constante: 

   

 
𝑚
 𝑛,𝑝(𝑥) = 𝐶𝑚

𝑛 . (4.13) 

 

Substituindo a equação (4.13) na equação (4.1) para os dois valores de 𝑚, obtemos: 

 

 
𝑡

𝑛
1
 𝑛,𝑝(𝑥) =

𝑠0
𝑛 𝜔1

2


1
 𝑛,𝑝(𝑥) +

𝑠0
𝑛 𝜔2

2


2
 𝑛,𝑝(𝑥) +

𝑆0
𝑛

2
 (4.14.a) 

e 
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𝑡

𝑛
2
 𝑛,𝑝(𝑥) =

𝑠0
𝑛 𝜔1

2


1
 𝑛,𝑝(𝑥) +

𝑠0
𝑛 𝜔2

2


2
 𝑛,𝑝(𝑥) +

𝑆0
𝑛

2
. (4.14.b) 

 

 Como os lados direitos dessas equações são idênticos, os lados esquerdos também 

devem ser, o que só é possível se 
1
 𝑛,𝑝(𝑥) = 

2
 𝑛,𝑝(𝑥) e 𝐶1

𝑛 = 𝐶2
𝑛 = 𝐶𝑛. Assim, substituindo 𝐶𝑛 

no lugar de 
1
 𝑛,𝑝(𝑥) e 

2
 𝑛,𝑝(𝑥) em qualquer uma das equações (4.14.a) ou (4.14.b), chegaremos 

a uma única equação na forma: 

 

 
𝑡

𝑛𝐶𝑛 =
𝑠0

𝑛 𝜔1

2
𝐶𝑛 +

𝑠0
𝑛 𝜔2

2
𝐶𝑛 +

𝑆0
𝑛

2
. (4.15) 

 

 Isolando 𝐶𝑛, temos: 

 

 
𝐶𝑛 =

𝑆0
𝑛

2𝑡
𝑛 − 𝑠0

𝑛 (𝜔1 + 𝜔2)
=

𝑆0
𝑛

2(𝑡
𝑛 − 𝑠0

𝑛 )
. (4.16) 

 

 Como condições de contorno, podemos dizer que, se o fluxo angular de entrada na face 

esquerda do meio (em 𝑥 = −𝑎𝑛 2⁄ , sendo 𝑎𝑛 o tamanho da região 𝑛) é 
1,𝑙
 𝑛 , da mesma forma, 

o fluxo angular de entrada na face direita do meio (em 𝑥 = 𝑎𝑛 2⁄ ) é 
2,𝑟
 𝑛 . Ou seja: 

 

 
1,𝑙
 𝑛 = 𝐴1

𝑛𝑒−1
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 𝐵1

𝑛𝑒−2
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 𝐶𝑛 (4.17.a) 

e 

 
2,𝑟
 𝑛 = 

1
 𝑛𝐴1

𝑛𝑒1
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 

2
 𝑛𝐵1

𝑛𝑒2
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 𝐶𝑛. (4.17.b) 

 

 Resolvendo o sistema dado pelas equações (4.17.a) e (4.17.b), obtemos: 

 

 

𝐴1
𝑛 =

(
1,𝑙
 𝑛 − 𝐶𝑛) 

1
 𝑛𝑒2

𝑛𝑎𝑛 2⁄ + (𝐶𝑛 − 
2,𝑟
 𝑛 ) 𝑒−2

𝑛𝑎𝑛 2⁄


2
 𝑛𝑒(2

𝑛−1
𝑛)𝑎𝑛 2⁄ − 

1
 𝑛𝑒(1

𝑛−2
𝑛)𝑎𝑛 2⁄

 (4.18.a) 

e 

 

𝐵1
𝑛 =

(𝐶𝑛 − 
1,𝑙
 𝑛 ) 

1
 𝑛𝑒1

𝑛𝑎𝑛 2⁄ + (
2,𝑟
 𝑛 − 𝐶𝑛) 𝑒−1

𝑛𝑎𝑛 2⁄


2
 𝑛𝑒(2

𝑛−1
𝑛)𝑎𝑛 2⁄ − 

1
 𝑛𝑒(1

𝑛−2
𝑛)𝑎𝑛 2⁄

. (4.18.b) 

  

 Agora, podemos também calcular os fluxos angulares médios das regiões, ̅
𝑚
 𝑛 : 
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̅
𝑚
 𝑛 =

1

𝑎𝑛
∫ 

𝑚
 𝑛(𝑥)

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

𝑑𝑥 =
1

𝑎𝑛
∫ (𝐴𝑚

𝑛 𝑒1
𝑛𝑥 + 𝐵𝑚

𝑛𝑒2
𝑛𝑥 + 𝐶𝑛)

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

𝑑𝑥 

 
=

𝐴𝑚
𝑛

1
𝑛𝑎𝑛

(𝑒1
𝑛𝑎𝑛 2⁄ − 𝑒−1

𝑛𝑎𝑛 2⁄ ) +
𝐵𝑚

𝑛

2
𝑛𝑎𝑛

(𝑒2𝑎𝑛 2⁄ − 𝑒−2𝑎𝑛 2⁄ ) + 𝐶𝑛. (4.19) 

 

 Para simplificar, podemos reescrever a (4.19) em termos de senos hiperbólicos: 

 

 
̅

𝑚
 𝑛 =

2𝐴𝑚
𝑛

𝑎𝑛1
𝑛 𝑠𝑒𝑛ℎ (

1
𝑛𝑎𝑛

2
) +

2𝐵𝑚
𝑛

𝑎𝑛2
𝑛 𝑠𝑒𝑛ℎ (

2
𝑛𝑎𝑛

2
) + 𝐶𝑛. (4.20) 

 

 Por fim, com ambos os fluxos angulares médios calculados, é possível também calcular 

o fluxo escalar médio de cada região 𝑛, 𝛷̅𝑛, dado pela expressão: 

 

 

𝛷̅𝑛 =
1

2
∑ 𝜔𝑚

𝑀

𝑚=1

̅
𝑚
 𝑛 . (4.21) 

 

4.3 Algoritmo para o Problema de Fonte Fixa  

 

 Deve-se destacar que, no caso de uma única região, conhecendo-se as condições de 

contorno, a solução analítica para o problema de fonte-fixa pode ser obtida de forma direta. No 

entanto, para cálculos envolvendo 𝑁 regiões, não conhecemos a princípio nenhum dos valores 

de 
1,𝑙
 𝑛  e 

2,𝑟
 𝑛  além de 

1,𝑙
 1  e de 

2,𝑟
 𝑁 . Logo, não é possível realizar cálculos diretos para 𝐴1

𝑛, 𝐵1
𝑛, 

𝐴2
𝑛, 𝐵2

𝑛, 
𝑚
 𝑛(𝑥), ̅

𝑚
 𝑛  e 𝛷̅𝑛 e, portanto, precisamos desenvolver um algoritmo que nos ajude a 

obtê-los de forma satisfatória. 

 O primeiro princípio por detrás desses métodos é o da continuidade entre as soluções 

em cada região. Com exceção dos contornos, o fluxo de entrada pela esquerda da região 𝑛, 
1,𝑙
 𝑛 , 

deve ser igual ao fluxo de saída pela direita da região 𝑛 − 1, 
1,𝑟
 𝑛−1, e o fluxo de entrada pela 

direita da região 𝑛, 
2,𝑟
 𝑛 , deve ser igual ao fluxo de saída pela esquerda da região 𝑛 + 1, 

2,𝑙
 𝑛+1. 

Então, os fluxos de saída de uma região 𝑛 são dados por: 

 

 
1,𝑟
 𝑛 = 𝐴1

𝑛𝑒1
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 𝐵1

𝑛𝑒2
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 𝐶𝑛 (4.22.a) 

e 
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 
2,𝑙
 𝑛 = 

1
 𝑛𝐴1

𝑛𝑒−1
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 

2
 𝑛𝐵1

𝑛𝑒−2
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 𝐶𝑛. (4.22.b) 

 

E pela continuidade das soluções: 

 

 
1,𝑟
 𝑛 = 

1,𝑙
 𝑛+1, para 𝑛 = 1,… ,𝑁 − 1, (4.23.a) 

e 

 
2,𝑙
 𝑛 = 

2,𝑟
 𝑛−1, para 𝑛 = 2,… ,𝑁. (4.23.b) 

  

 Além disso, para garantirmos a acurácia da solução analítica, os resultados devem 

convergir após algumas iterações. Para isso, tomaremos como teste de convergência o cálculo 

do erro relativo do fluxo escalar médio, 𝛷̅𝑛, numa dada iteração 𝑘 em relação a iteração anterior 

𝑘 − 1, tal que: 

 

 
max

𝑛=1,…,𝑁
|
𝛷̅𝑛(𝑘)

− 𝛷̅𝑛(𝑘−1)

𝛷̅𝑛(𝑘)
| ≤ 𝜀𝛷̅. (4.24) 

 

em que 𝜀𝛷̅ é o critério de tolerância no fluxo escalar médio adotado. 

 Além disso, como podemos observar nas equações (4.8.a), (4.8.b), (4.12.a), (4.12.b) e 

(4.16) respectivamente, todos os valores de 1
𝑛

, 2
𝑛

, 𝐶𝑛, 
1
 𝑛

 e 
2
 𝑛

 podem ser calculados direta e 

definitivamente, antes de entrarmos no algoritmo. 

 Quanto aos valores, a princípio desconhecidos, dos fluxos nas interfaces entre regiões, 

utilizamos valores iniciais iguais a 1. Dessa forma, apresentamos na Figura 4.1 o algoritmo FF 

𝑆2, para 𝑘 = 0, enquanto 𝑘 ≤ 𝐾 (número máximo de iterações). 
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(a) 𝑘 = 𝑘 + 1. 

(b) Para 𝑛 = 1,… ,𝑁: 

(c) Calcule 𝐴1
𝑛(𝑘)

 e 𝐵1
𝑛(𝑘)

 pelas equações (4.18). 

(d) Calcule 
1,𝑟
 𝑛 (𝑘)

 e 
2,𝑙
 𝑛 (𝑘)

 pelas equações (4.22). 

(e) Se 𝑛 = 1, faça somente: 

 
1,𝑙
 𝑛+1(𝑘)

= 
1,𝑟
 𝑛 (𝑘)

. 

(f) Ou, se 𝑛 = 2,… ,𝑁 − 1, faça: 

 
1,𝑙
 𝑛+1(𝑘)

= 
1,𝑟
 𝑛 (𝑘)

. 


2,𝑟
 𝑛−1(𝑘)

= 
2,𝑙
 𝑛 (𝑘)

. 

(g) Ou, se 𝑛 = 𝑁, faça somente: 

 
2,𝑟
 𝑛−1(𝑘)

= 
2,𝑙
 𝑛 (𝑘)

. 

(h) Calcule todos os valores de ̅
𝑚
 𝑛(𝑘)

 pela equação (4.19). 

(i) Calcule todos os valores de 𝛷̅𝑛(𝑘)
 pela equação (4.20). 

(j) Se o critério dado pela equação (4.24) for satisfeito: 

Pare o processo iterativo. 

(k) Caso contrário de (j): 

Volte para (a). 

Figura 4.1 – Algoritmo FF 𝑆2; algoritmo para solução analítica do problema de fonte-fixa usando o método 𝑆2. 
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5. SOLUÇÃO ANALÍTICA – PROBLEMA DE AUTOVALOR 

 

Para o problema de autovalor, consideramos que a produção de nêutrons no meio 

material se dá somente pela fissão, sem a contribuição de fontes externas, então a equação (3.10) 

assumiria a forma, para 𝑚 = 1, 2: 

 

 


𝑚

𝑑

𝑑𝑥


𝑚
 𝑛(𝑥) + 𝑡

𝑛
𝑚
 𝑛(𝑥) =

1

2
(𝑠0

𝑛 +
𝑓

𝑛

𝑘𝑒𝑓𝑓
) ∑ 𝜔𝑚′𝑚′

 𝑛 (𝑥)

2

𝑚′=1

, (5.1) 

  

em que 𝑘𝑒𝑓𝑓 representa o fator de multiplicação efetivo de nêutrons. 

Nesse caso, podemos assumir que a solução geral é dada puramente por: 

 

 
𝑚
 𝑛(𝑥) = 𝐴𝑚

𝑛 𝑒
𝑛𝑥. (5.2) 

 

Portanto, semelhante ao que foi feito com a equação (4.3), podemos escrever a (5.1) na 

forma matricial: 

 

 

[
 
 
 
 

1
𝑛 + 𝑡

𝑛 −
𝜔1̃𝑒𝑞

𝑛

2
−

𝜔2̃𝑒𝑞
𝑛

2

−
𝜔1̃𝑒𝑞

𝑛

2


2
𝑛 + 𝑡

𝑛 −
𝜔2̃𝑒𝑞

𝑛

2 ]
 
 
 
 

[
𝐴1

𝑛

𝐴2
𝑛] 𝑒

𝑛𝑥 = [
0
0
], (5.3) 

 

em que ̃𝑒𝑞
𝑛

≡ 𝑠0
𝑛 + 𝑓

𝑛 𝑘𝑒𝑓𝑓⁄ . Cancelando o fator escalar não nulo 𝑒
𝑛𝑥, obtemos um sistema 

homogêneo cuja solução não-trivial estaria atrelada à condição de que a matriz dos coeficientes 

da equação (5.3) possui determinante nulo (BOYCE et al., 2015), o que leva à equação: 

 

 
(𝑛)2 −

𝑡
𝑛


1
2
(𝑡

𝑛 − ̃𝑒𝑞
𝑛

) = 0, (5.4) 

 

cujas raízes 1
𝑛

 e 2
𝑛

 são dadas por: 

 

 

1
𝑛 = +

1


1

√𝑡
𝑛(𝑡

𝑛 − ̃𝑒𝑞
𝑛

) = +
1


1

√𝑡
𝑛 (𝑡

𝑛 − 𝑠0
𝑛 −

𝑓
𝑛

𝑘𝑒𝑓𝑓
), (5.5.a) 
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2
𝑛 = −

1


1

√𝑡
𝑛(𝑡

𝑛 − ̃𝑒𝑞
𝑛

) = −
1


1

√𝑡
𝑛 (𝑡

𝑛 − 𝑠0
𝑛 −

𝑓
𝑛

𝑘𝑒𝑓𝑓
). (5.5.b) 

 

 Aqui, a diferença 𝑡
𝑛 − 𝑠0

𝑛 − 𝑓
𝑛 𝑘𝑒𝑓𝑓⁄  pode ser negativa. Portanto, temos duas 

possibilidades: raízes reais com soluções exponenciais, ou então raízes complexas com 

soluções trigonométricas. 

 

5.1 Solução Exponencial 

 

A solução exponencial para o problema de autovalor é muito semelhante à solução 

homogênea do problema de fonte-fixa. Então, analogamente à equação (4.9), temos que: 

 

 
𝑚
 𝑛(𝑥) = 𝐴𝑚

𝑛 𝑒1
𝑛𝑥 + 𝐵𝑚

𝑛𝑒2
𝑛𝑥. (5.6) 

 

 Então, substituímos 𝑛 = 1
𝑛

  na primeira linha da matriz de coeficientes do sistema 

linear dado pela equação (5.3) e a multiplicamos pelo autovetor 𝐴𝑚
𝑛 . Depois, repetimos esse 

processo com 𝑛 = 2
𝑛

 para o autovetor 𝐵𝑚
𝑛 . Como resultado, obtemos as equações: 

 

 
(

1
1

𝑛 + 𝑡
𝑛 −

̃𝑒𝑞
𝑛

𝜔1

2
)𝐴1

𝑛 − (
̃𝑒𝑞

𝑛
𝜔2

2
)𝐴2

𝑛 = 0 (4.10.a) 

e 

 
(

1
2

𝑛 + 𝑡
𝑛 −

̃𝑒𝑞
𝑛

𝜔1

2
)𝐵1

𝑛 − (
̃𝑒𝑞

𝑛
𝜔2

2
)𝐵2

𝑛 = 0, (4.10.a) 

 

das quais se pode retirar as igualdades: 

 

 𝐴2
𝑛 = 

1
 𝑛𝐴1

𝑛 (5.8.a) 

e 

 𝐵2
𝑛 = 

2
 𝑛𝐵1

𝑛. (5.8.b) 

 

sendo as constantes 
1
 𝑛

 e 
2
 𝑛

 correspondentes a: 

 



27 
 

 

1
 𝑛 ≡

2(
1
1

𝑛 + 𝑡
𝑛)

̃𝑒𝑞
𝑛 − 1 (5.9.a) 

e 

 

2
 𝑛 ≡

2(
1
2

𝑛 + 𝑡
𝑛)

̃𝑒𝑞
𝑛 − 1. (5.9.b) 

 

 Aplicando as condições de contorno referentes aos fluxos de entrada na solução dada 

pela equação (5.6), obtemos: 

 

 
1,𝑙
 𝑛 = 𝐴1

𝑛𝑒−1
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 𝐵1

𝑛𝑒−2
𝑛𝑎𝑛 2⁄  (5.10.a) 

e 

 
2,𝑟
 𝑛 = 

1
 𝑛𝐴1

𝑛𝑒1
𝑛𝑎𝑛 2⁄ + 

2
 𝑛𝐵1

𝑛𝑒2
𝑛𝑎𝑛 2⁄ . (5.10.b) 

 

 Resolvendo o sistema dado pelas equações (5.10.a) e (5.10.b), encontramos: 

 

 
𝐴1

𝑛 =


1,𝑙
 𝑛 

1
 𝑛𝑒2

𝑛𝑎𝑛 2⁄ − 
2,𝑟
 𝑛 𝑒−2

𝑛𝑎𝑛 2⁄


2
 𝑛𝑒(2

𝑛−1
𝑛)𝑎𝑛 2⁄ − 

1
 𝑛𝑒(1

𝑛−2
𝑛)𝑎𝑛 2⁄

 (5.11.a) 

e 

 
𝐵1

𝑛 =


2,𝑟
 𝑛 𝑒−1

𝑛𝑎𝑛 2⁄ − 
1,𝑙
 𝑛 

1
 𝑛𝑒1

𝑛𝑎𝑛 2⁄


2
 𝑛𝑒(2

𝑛−1
𝑛)𝑎𝑛 2⁄ − 

1
 𝑛𝑒(1

𝑛−2
𝑛)𝑎𝑛 2⁄

. (5.11.b) 

 

 Por consequência, também podemos calcular o fluxo angular médio, ̅
𝑚
 𝑛 , por: 

 

 
̅

𝑚
 𝑛 =

1

𝑎𝑛
∫ 

𝑚
 𝑛(𝑥)

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

𝑑𝑥 =
2𝐴𝑚

𝑛

𝑎𝑛1
𝑛 𝑠𝑒𝑛ℎ (

1
𝑛𝑎𝑛

2
) +

2𝐵𝑚
𝑛

𝑎𝑛2
𝑛 𝑠𝑒𝑛ℎ (

2
𝑛𝑎𝑛

2
). (5.12) 

 

 Já o fluxo escalar médio é obtido igualmente pela (4.21).  

 

5.2 Solução Trigonométrica 

 

A solução geral mais comum para sistemas de equações diferenciais lineares com 

autovalores imaginários é dada pela combinação de duas funções trigonométricas: 
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 
𝑚
 𝑛(𝑥) = 𝐴𝑚

𝑛 𝑠𝑒𝑛(1
𝑛𝑥) + 𝐵𝑚

𝑛𝑐𝑜𝑠(2
𝑛𝑥). (5.13) 

 

Sendo que, nesse caso, 1
𝑛

 e 2
𝑛

 são os argumentos das partes imaginárias das equações 

(5.5.a) e (5.5.b). Para facilitar as notações, como 2
𝑛 = −1

𝑛
, 𝑠𝑒𝑛(−𝑥) = −𝑠𝑒𝑛(𝑥) e 

𝑐𝑜𝑠(−𝑥) = cos (𝑥), vamos escrever todos os termos daqui em diante em função de 1
𝑛

. Então 

a equação (5.13) torna-se: 

 

 
1
 𝑛(𝑥) = 𝐴1

𝑛𝑠𝑒𝑛(1
𝑛𝑥) + 𝐵1

𝑛𝑐𝑜𝑠(1
𝑛𝑥). (5.14) 

 

Assim, com ̃𝑒𝑞
𝑛

≡ 𝑠0
𝑛 + 𝑓

𝑛 𝑘𝑒𝑓𝑓⁄ , vamos substituir a equação (5.14) na equação 

(5.1), para 𝑚 = 1, mas mantendo 
2
 𝑛(𝑥) em sua forma implícita: 

 


1
(1

𝑛𝐴1
𝑛𝑐𝑜𝑠(1

𝑛𝑥) − 1
𝑛𝐵1

𝑛𝑠𝑒𝑛(1
𝑛𝑥)) + 𝑡

𝑛(𝐴1
𝑛𝑠𝑒𝑛(1

𝑛𝑥) + 𝐵1
𝑛𝑐𝑜𝑠(1

𝑛𝑥)) 

 
=
̃𝑒𝑞

𝑛
𝜔1

2
(𝐴1

𝑛𝑠𝑒𝑛(1
𝑛𝑥) + 𝐵1

𝑛𝑐𝑜𝑠(1
𝑛𝑥)) +

̃𝑒𝑞
𝑛

𝜔2

2


2
 𝑛(𝑥). (5.15) 

 

Isolando 
2
 𝑛(𝑥), e após realizarmos várias manipulações algébricas, chegamos a: 

 

 
2
 𝑛(𝑥) = (𝐴1

𝑛𝑛 + 𝐵1
𝑛𝛽𝑛)𝑐𝑜𝑠(1

𝑛𝑥) + (𝐴1
𝑛𝛽𝑛 − 𝐵1

𝑛𝑛)𝑠𝑒𝑛(1
𝑛𝑥), (5.16) 

 

sendo as constantes 𝑛 e 𝛽𝑛 dadas por: 

 

 
𝑛 ≡

2
1
1

𝑛

̃𝑒𝑞
𝑛 =

2
1
1

𝑛

(𝑠0
𝑛 +

𝑓
𝑛

𝑘𝑒𝑓𝑓
)

 
(5.17.a) 

e 

 
𝛽𝑛 ≡

2𝑡
𝑛

̃𝑒𝑞
𝑛 − 1 =

2𝑡
𝑛

(𝑠0
𝑛 +

𝑓
𝑛

𝑘𝑒𝑓𝑓
)

− 1. 
(5.17.b) 

 

Aplicando as condições de contorno referentes aos fluxos de entrada nas soluções dadas 

pelas equações (5.14) e (5.16), obtemos: 
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

1,𝑙
 𝑛 = −𝐴1

𝑛𝑠𝑒𝑛 (
1

𝑛𝑎𝑛

2
) + 𝐵1

𝑛𝑐𝑜𝑠 (
1

𝑛𝑎𝑛

2
) (5.18.a) 

e 

 


2,𝑟
 𝑛 = (𝐴1

𝑛𝑛 + 𝐵1
𝑛𝛽𝑛)𝑐𝑜𝑠 (

1
𝑛𝑎𝑛

2
) + (𝐵1

𝑛𝑛 − 𝐴1
𝑛𝛽𝑛)𝑠𝑒𝑛 (

1
𝑛𝑎𝑛

2
). (5.18.b) 

 

Resolvendo o sistema dado pelas equações (5.18.a) e (5.18.b), encontramos: 

 

 

𝐴1
𝑛 =

(
2,𝑟
 𝑛 − 𝛽𝑛

1,𝑙
 𝑛 ) 𝑐𝑜𝑠 (

1
𝑛𝑎𝑛

2
) + 𝑛

1,𝑙
 𝑛 𝑠𝑒𝑛 (

1
𝑛𝑎𝑛

2
)

𝑛𝑐𝑜𝑠(1
𝑛𝑎𝑛) + 𝛽𝑛𝑠𝑒𝑛(1

𝑛𝑎𝑛)
 

(5.19.a) 

e 

 

𝐵1
𝑛 =

(
2,𝑟
 𝑛 + 𝛽𝑛

1,𝑙
 𝑛 ) 𝑠𝑒𝑛 (

1
𝑛𝑎𝑛

2
) + 𝑛

1,𝑙
 𝑛 𝑐𝑜𝑠 (

1
𝑛𝑎𝑛

2
)

𝑛𝑐𝑜𝑠(1
𝑛𝑎𝑛) + 𝛽𝑛𝑠𝑒𝑛(1

𝑛𝑎𝑛)
. 

(5.19.b) 

 

Já os fluxos angulares médios da solução trigonométrica são dados, para cada valor de 

𝑚, pelo mesmo operador de média usado na (4.19), o que resulta em: 

 

 
̅

1
 𝑛 =

2𝐵1
𝑛

1
𝑛𝑎𝑛

𝑠𝑒𝑛 (
1

𝑛𝑎𝑛

2
) (5.20.a) 

e 

 
̅

2
 𝑛 =

2𝐴1
𝑛𝛽𝑛

1
𝑛𝑎𝑛

𝑠𝑒𝑛 (
1

𝑛𝑎𝑛

2
) +

2𝐵1
𝑛𝑛

1
𝑛𝑎𝑛

𝑠𝑒𝑛 (
1

𝑛𝑎𝑛

2
). (5.20.b) 

 

E o fluxo escalar médio é obtido igualmente pela (4.21). 

  

5.3 Algoritmo para o Problema de Autovalor 

 

Como a princípio não conhecemos o valor de 𝑘𝑒𝑓𝑓, independentemente do número de 

regiões, não é possível obter cálculos diretos para qualquer coeficiente associado ao 𝑘𝑒𝑓𝑓 (ou a 

̃𝑒𝑞). No entanto, seu cálculo também se dá por um método iterativo, chamado método das 

potências (ALVIM, 2007), o qual atualiza o 𝑘𝑒𝑓𝑓 da seguinte forma: 
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𝑘𝑒𝑓𝑓

(𝑘+1) = 𝑘𝑒𝑓𝑓
(𝑘) ∑ 𝑎𝑛𝑓

𝑛𝑁
𝑛=1 𝛷̅𝑛(𝑘+1)

∑ 𝑎𝑛𝑓
𝑛𝑁

𝑛=1 𝛷̅𝑛(𝑘)
, (5.21) 

 

além também de um critério de convergência no próprio 𝑘𝑒𝑓𝑓, dado por: 

 

 
|
𝑘𝑒𝑓𝑓

(𝑘+1) − 𝑘𝑒𝑓𝑓
(𝑘)

𝑘𝑒𝑓𝑓
(𝑘+1)

| ≤ 𝜀𝑘𝑒𝑓𝑓
. (5.22) 

  

Observando as expressões (5.5.a) e (5.5.b), pode-se perceber que a necessidade de se 

alternar de uma solução exponencial para uma trigonométrica – e vice e versa – pode se dar 

tanto na passagem de uma região para outra dentro de uma mesma iteração (por conta das 

diferenças nas propriedades de cada região) como numa mesma região, na passagem para a 

próxima iteração, após uma atualização do 𝑘𝑒𝑓𝑓. Dessa forma, é necessário verificar, para cada 

região 𝑛 avaliada, se os autovalores são reais ou imaginários, e a partir daí utilizar a solução 

adequada. 

Além disso, para cada iteração devemos atualizar também os parâmetros ligados ao 

𝑘𝑒𝑓𝑓: 1
𝑛

, 2
𝑛

, 
1
 𝑛

, 
2
 𝑛

, 𝑛 e 𝛽𝑛. No mais, podemos preservar todos os outros princípios 

discutidos na Seção 4.4, como a continuidade entre os fluxos de saída e os de entrada nas regiões 

adjacentes, o cálculo do fluxo escalar médio dado pela equação (4.21) e o critério de 

convergência no fluxo escalar médio dado pela equação (4.24).  

Quanto aos valores a princípio desconhecidos dos fluxos nas interfaces entre regiões, 

também utilizamos valores iniciais como iguais a 1. Assim, podemos montar o algoritmo AV 

𝑆2, para 𝑘 = 0 e enquanto 𝑘 ≤ 𝐾, como mostrado na página a seguir. 
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(a) 𝑘 = 𝑘 + 1. 

(b) Calcule 1
𝑛(𝑘)

, 2
𝑛(𝑘)

, 
1
 𝑛(𝑘)

, 
2
 𝑛(𝑘)

, 𝑛(𝑘)
 e 𝛽𝑛(𝑘)

 pelas equações (5.5), (5.9) e (5.17). 

(c) Para 𝑛 = 1,… ,𝑁: 

(d) Se 1
𝑛(𝑘)

 e 2
𝑛(𝑘)

 forem reais:  

(d.1) Calcule 𝐴1
𝑛(𝑘)

 e 𝐵1
𝑛(𝑘)

 pelas equações (5.11). 

(d.2) Calcule 
1,𝑟
 𝑛 (𝑘)

 e 
2,𝑙
 𝑛 (𝑘)

 pela equação (5.6) para fluxos de saída. 

(d.3) Calcule ̅
𝑚
 𝑛(𝑘)

 pela equação (5.12). 

(e) Caso contrário (se 1
𝑛(𝑘)

 e 2
𝑛(𝑘)

 forem imaginários): 

 (e.1) Calcule 𝐴1
𝑛(𝑘)

 e 𝐵1
𝑛(𝑘)

 pelas equações (5.19). 

(e.2) Calcule 
1,𝑟
 𝑛 (𝑘)

 e 
2,𝑙
 𝑛 (𝑘)

 pelas equações (5.14) e (5.16) para fluxos de saída. 

(e.3) Calcule ̅
𝑚
 𝑛(𝑘)

 pelas equações (5.20). 

 (f) Se 𝑛 = 1, faça somente: 

 
1,𝑙
 𝑛+1(𝑘)

= 
1,𝑟
 𝑛 (𝑘)

. 

 (g) Ou, se 𝑛 = 2,… ,𝑁 − 1, faça: 

 
1,𝑙
 𝑛+1(𝑘)

= 
1,𝑟
 𝑛 (𝑘)

. 


2,𝑟
 𝑛−1(𝑘)

= 
2,𝑙
 𝑛 (𝑘)

. 

 (h) Caso contrário (se 𝑛 = 𝑁), faça somente: 

 
2,𝑟
 𝑛−1(𝑘)

= 
2,𝑙
 𝑛 (𝑘)

. 

(i) Calcule todos os valores de 𝛷̅𝑛(𝑘)
 pela equação (4.21); 

(j) Calcule 𝑘𝑒𝑓𝑓
(𝑘+1)

 pela equação (5.21). 

(k) Se o critério da equação (5.22) for satisfeito: 

(l) Se o critério da equação (4.24) for satisfeito: 

 Parar o processo iterativo. 

(m) Caso contrário de (l): 

Volte para (a). 

(n) Caso contrário de (k): 

Volte para (a). 

Figura 5.1 – Algoritmo AV 𝑆2; algoritmo para solução analítica do problema de autovalor usando o método 𝑆2. 
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6. SOLUÇÃO NUMÉRICA  

 

Com o objetivo de validar as soluções analíticas, apresentaremos uma solução numérica 

para a equação de transporte de nêutrons, usando princípios adotados na elaboração do método 

DD (Diamond Differences) (LEWIS et al, 1984). 

Então, vamos escrever a equação (3.10) para 𝑚 = 1, 2,… ,𝑀 da seguinte forma:  

 

 


𝑚

𝑑

𝑑𝑥


𝑚
 𝑛(𝑥) + 𝑡

𝑛
𝑚
 𝑛(𝑥) = (

𝑠0
𝑛 + 𝛼𝑓

𝑛

2
) ∑ 𝜔𝑚′𝑚′

 𝑛 (𝑥)

𝑀

𝑚′=1

+
𝛽S0

𝑛(𝑥)

2
, (6.1) 

 

em que as constantes 𝛼 e 𝛽 (não confundir com 𝛼𝑛 e 𝛽𝑛 da solução trigonométrica do problema 

de autovalor) são inseridas para definir o tipo de problema avaliado, sendo 𝛼 = 1 𝑘𝑒𝑓𝑓⁄  e 𝛽 =

0, para autovalor, e 𝛼 = 0 𝑒 𝛽 = 1, para fonte-fixa em um meio não-multiplicativo. 

Para darmos início à formulação do método DD, vamos aplicar o operador de média em 

toda a equação (6.1) dentro do domínio [−𝑎𝑛 2⁄ , 𝑎𝑛 2⁄ ] de uma região 𝑛: 

 

1

𝑎𝑛
∫ 

𝑚

𝑑

𝑑𝑥


𝑚
 𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

+
1

𝑎𝑛
∫ 𝑡

𝑛
𝑚
 𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

 

 

=
1

𝑎𝑛
∫ (

𝑠0
𝑛 + 𝛼𝑓

𝑛

2
) ∑ 𝜔𝑚′𝑚′

 𝑛 (𝑥)

𝑀

𝑚′=1

𝑑𝑥
𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

+
1

𝑎𝑛
∫

𝛽𝑆0
𝑛(𝑥)

2
𝑑𝑥

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

. (6.2) 

 

 Analisando primeiro o termo de fuga, temos pelo teorema fundamental do cálculo que: 

 

 1

𝑎𝑛
∫ 

𝑚

𝑑

𝑑𝑥


𝑚
 𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

=


𝑚

𝑎𝑛
[

𝑚
 𝑛(𝑎𝑛 2⁄ ) − 

𝑚
 𝑛(−𝑎𝑛 2⁄ )]. (6.3) 

 

Para o termo da seção de choque total, temos que: 

 

 1

𝑎𝑛
∫ 𝑡

𝑛
𝑚
 𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

= 𝑡
𝑛 1

𝑎𝑛
∫ 

𝑚
 𝑛(𝑥)𝑑𝑥

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

= 𝑡
𝑛̅

𝑚
𝑛 . (6.4) 

 

Da mesma forma, para o termo de espalhamento e de fissão: 
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 1

𝑎𝑛
∫ (

𝑠0
𝑛 + 𝛼𝑓

𝑛

2
) ∑ 𝜔𝑚′𝑚′

(𝑥)

𝑀

𝑚′=1

𝑑𝑥
𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

= (
𝑠0

𝑛 + 𝛼𝑓
𝑛

2
) ∑ 𝜔𝑚′̅𝑚′

𝑛

𝑀

𝑚′=1

. (6.5) 

 

Por último, para o termo de fonte externa, considerado uniforme na região 𝑛: 

 

 1

𝑎𝑛
∫

𝛽𝑆0
𝑛(𝑥)

2
𝑑𝑥

𝑎𝑛 2⁄

−𝑎𝑛 2⁄

=
𝛽𝑆0

𝑛

2
. (6.6) 

 

Substituindo as equações (6.3), (6.4), (6.5) e (6.6) na equação (6.2) e fazendo 


𝑚
 𝑛(𝑎𝑛 2⁄ ) ≡ 𝜓𝑚,𝑟

𝑛  e 
𝑚
 𝑛(−𝑎𝑛 2⁄ ) ≡ 𝜓𝑚,𝑙

𝑛 , ficamos com a equação: 

 

 
𝑚

𝑎𝑛
[𝜓𝑚,𝑟

𝑛 − 𝜓𝑚,𝑙
𝑛 ] + 𝑡

𝑛̅
𝑚
𝑛 = (

𝑠0
𝑛 + 𝛼𝑓

𝑛

2
) ∑ 𝜔𝑚′̅𝑚′

𝑛

𝑀

𝑚′=1

+
𝛽𝑆0

𝑛

2
. (6.7) 

 

 Além disso, no método DD, os fluxos angulares médios ̅
𝑚
𝑛  se relacionam com os fluxos 

angulares em cada face pela seguinte equação: 

 

 
̅

𝑚
𝑛 =

𝜓𝑚,𝑟
𝑛 + 𝜓𝑚,𝑙

𝑛

2
. (6.8) 

 

 Agora, definindo o termo 𝑄𝑚
𝑛 : 

 

 

𝑄𝑚
𝑛 ≡ (

𝑠0
𝑛 + 𝛼𝑓

𝑛

2
) ∑ 𝜔𝑚′̅

𝑚′
𝑛

𝑀

𝑚′=1

+
𝛽𝑆0

𝑛

2
− 𝑡

𝑛̅
𝑚
𝑛 , (6.9) 

 

podemos reescrever a equação (6.7) de duas maneiras: 

 

 
𝜓𝑚,𝑟

𝑛 = 𝜓𝑚,𝑙
𝑛 +

𝑎𝑛


𝑚

𝑄𝑚
𝑛 ;    ∀ 

𝑚
> 0 (6.10.a) 

e 

 
𝜓𝑚,𝑙

𝑛 = 𝜓𝑚,𝑟
𝑛 −

𝑎𝑛


𝑚

𝑄𝑚
𝑛 ;    ∀ 

𝑚
< 0. (6.10.b) 
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Vale salientar que essa é uma versão ligeiramente diferente do método DD convencional 

e, por isso, a chamaremos daqui em diante como método DD*. 

De todo modo, observando as equações (6.10.a) e (6.10.b), percebe-se que, ao invés de 

prosseguirmos de região para região em apenas um sentido a cada iteração, definimos duas 

direções de varredura que nos possibilitem utilizar as equações acima de forma ideal. Por 

exemplo, é melhor que uma varredura “esquerda → direita” seja utilizada para determinar os 

fluxos angulares cujas projeções ortogonais de suas direções com o eixo 𝑥 (dadas por 
𝑚

) sejam 

positivas. Da mesma forma, utilizamos a varredura “direita → esquerda” para determinarmos 

os fluxos angulares cujas projeções ortogonais de suas direções com o eixo 𝑥 sejam negativas. 

Com isso, seguindo o mesmo princípio da continuidade abordado nas Seções 4.3 e 5.3, 

os fluxos de saída 𝜓𝑚,𝑟
𝑛  (∀ 

𝑚
> 0) na varredura “esquerda → direita” da região 𝑛 serão 

utilizados como fluxos de entrada da região 𝑛 + 1 como 𝜓𝑚,𝑙
𝑛+1 (∀ 

𝑚
> 0), e os fluxos de saída 

𝜓𝑚,𝑙
𝑛  (∀ 

𝑚
> 0) na varredura “direita → esquerda” da região 𝑛 serão utilizados como fluxos 

de entrada da região 𝑛 − 1 como 𝜓𝑚,𝑟
𝑛−1. Ou seja, para qualquer 𝑛 = 1,… ,𝑁: 

 

 𝜓𝑚,𝑙
𝑛+1 = 𝜓𝑚,𝑟

𝑛 ;    ∀ 
𝑚

> 0 (6.11.a) 

e 

 𝜓𝑚,𝑟
𝑛−1 = 𝜓𝑚,𝑙

𝑛 ;    ∀ 
𝑚

< 0. (6.11.b) 

 

 Com esses fluxos obtidos, entramos nas próximas regiões, atualizamos ̅
𝑚
𝑛  (de acordo 

com direção da varredura), atualizamos 𝑄𝑚
𝑛  e calculamos os fluxos de saída. Concluídas as duas 

varreduras em uma iteração, podemos calcular 𝛷̅𝑛 pela expressão (4.21). Caso 𝛼 = 1 𝑘𝑒𝑓𝑓⁄  e 

𝛽 = 0, atualizamos o 𝑘𝑒𝑓𝑓 e realizamos os testes de convergências descritos no algoritmo do 

problema de autovalor. Caso 𝛼 = 0 𝑒 𝛽 = 1, após calculados os 𝛷̅𝑛, realizamos o teste de 

convergência descrito para o problema de fonte-fixa.  

 Dessa forma, montamos o algoritmo DD* 𝑆𝑁 para 𝑘 = 0 e enquanto 𝑘 ≤ 𝐾: 
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(a) 𝑘 = 𝑘 + 1; 

(b) Para 𝑛 = 1,… ,𝑁 e ∀ 
𝑚

> 0 (varredura esquerda → direita): 

(c) Calcule ̅
𝑚
𝑛 , 𝑄𝑚

𝑛  e 𝜓𝑚,𝑟
𝑛  (nessa ordem, pelas equações (6.8), (6.9) e (6.10.a)). 

(d) Faça 𝜓𝑚,𝑙
𝑛+1 = 𝜓𝑚,𝑟

𝑛 . 

(e) Para 𝑛 = 𝑁,… ,1 e ∀ 
𝑚

< 0 (varredura direita → esquerda): 

(f) Calcule ̅
𝑚
𝑛 , 𝑄𝑚

𝑛  e 𝜓𝑚,𝑙
𝑛  (nessa ordem, pelas equações (6.8), (6.9) e (6.10.b)). 

(g) Faça 𝜓𝑚,𝑟
𝑛−1 = 𝜓𝑚,𝑙

𝑛 . 

(h) Calcule todos os valores de 𝛷̅𝑛 pela equação (4.21). 

(i) Se 1 𝑘𝑒𝑓𝑓⁄  e 𝛽 = 0 (autovalor): 

Calcule 𝑘𝑒𝑓𝑓
(𝑘+1)

 pela equação (5.21). 

(j) Caso contrário de (i) (se 𝛼 = 0 𝑒 𝛽 = 1; fonte-fixa): 

 Continuar para (k): 

(k) Se o critério da (5.22) for satisfeito (será certamente para fonte-fixa): 

(l) Se o critério da (4.24) for satisfeito: 

 Parar o processo iterativo. 

(m) Caso contrário de (l): 

Volte para (a). 

(n) Caso contrário de (k): 

Volte para (a). 

Figura 6.1 – Algoritmo DD* 𝑆𝑁; solução numérica da equação de transporte de nêutrons usando o método 𝑆𝑁. 

 

 Todos os três algoritmos apresentados foram programados na linguagem de 

programação Python e executados na plataforma online Google Colab. Foram utilizadas as 

bibliotecas Numpy, para operações com vetores e matrizes; Datetime, para gravar o tempo 

computacional; e Matplotlib.pyplot, para plotagem dos gráficos.  

Deve-se deixar claro, também, que os Algoritmos I, II e III foram desenvolvidos da 

forma mais genérica possível com o intuito de poderem ser transcritos para diversas linguagens 

de programação, considerando as peculiaridades de cada uma.  
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7. ANÁLISE DE RESULTADOS E DISCUSSÕES 

 

Esta análise de resultados consiste de três partes.  

Na primeira, realizamos a validação do algoritmo AV 𝑆2 pelos resultados mostrados por 

Ramírez (2021) utilizando um método DD 𝑆4 convencional. Além disso, também foram 

realizadas validações intermediárias com o algoritmo DD* 𝑆𝑁 para as quadraturas 𝑆2 e 𝑆4. 

Dessa forma, tentou-se garantir que o algoritmo AV 𝑆2 fosse validado pelo DD* 𝑆2, que por 

sua vez seria validado pelo DD* 𝑆4 (já que os dois seguem a mesma lógica matemática-

computacional), que por sua vez seria validado pelo DD 𝑆4 convencional de Ramírez (2021). 

 Na segunda parte, considerando que não foram encontradas boas referências de métodos 

numéricos para a validação do algoritmo FF 𝑆2, sua validação foi feita pelos resultados do 

algoritmo AV 𝑆2, supondo que este já foi validado na primeira parte e considerando que 

problemas de autovalor e de fonte-fixa são equivalentes dadas algumas condições específicas. 

 Por último, na terceira e última parte desta análise, é feita uma validação entre o 

algoritmo FF 𝑆2 e o DD* 𝑆2 em um problema mais simples inventado.  

 Antes de partirmos para os resultados em si, também podemos exibir, pela Tabela 7.1, 

os valores de 𝜔𝑚  e 
𝑚

 para as ordens de quadratura 𝑆𝑁 utilizadas no caso unidimensional, em 

que 𝑁 (não confundir com o número total de regiões) é igual a 𝑀: 

 

Tabela 7.1 – Parâmetros derivados das quadraturas 𝑆2 e 𝑆4 de Gauss-Legendre. 

𝑀 = 𝑁 = 2 

𝜔1 = 1,0000000000; 𝜔2 = 1,0000000000 
1
 = 0,5773502691; 

2
 = – 0,5773502691 

𝑀 = 𝑁 = 4 

𝜔1 = 0,6521451549; 𝜔2 = 0,3478548451; 

𝜔3 = 0,3478548451; 𝜔4 = 0,6521451549. 


1
 = 0,3399810435; 

2
 = 0,8611363115; 


3
 = – 0,8611363115; 

4
 = – 0,3399810435. 

 

Além disso, em todos os casos avaliados, foram usadas condições de contorno de fluxos 

de entrada nulos, de modo que 
1,𝑙
 1 = 

2,𝑟
 𝑁 = 0. 

Já os critérios de convergência usados para todos os cálculos realizados foram: 

a) Número Máximo de Iterações (𝐾): 104. 

b) Desvio Máximo no 𝑘𝑒𝑓𝑓: 10−9. 

c) Desvio Máximo no 𝛷̅𝑛: 10−9. 
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7.1 Validação do Algoritmo AV 𝑺𝟐 

 

Primeiramente, para validarmos a solução analítica para problemas de autovalor com 

quadratura 𝑆2,  foram feitos testes comparativos para os algoritmos AV 𝑆2, DD* 𝑆2, DD* 𝑆4. 

Como referência básica para a validação dos demais, foram utilizados dados de um método DD 

𝑆4 convencional, cujos resultados foram apresentados por Ramírez (2021). 

 Os dados nucleares de cada região material utilizados para o Problema I foram também 

retirados de Ramírez (2021) e estão exibidos na Tabela 7.2 logo abaixo: 

 

Tabela 7.2 – Tipos de Regiões e Dados Nucleares do Problema I; dados retirados de Ramírez (2021). 

Tipo de Região 𝑡 [cm-1] 𝑠0 [cm-1] 𝑓 [cm-1] 

I 0,3333 0,2333 0,1112 

II 0,2777 0,1777 0,0700 

III 0,3333 0,2333 0,0000 

 

 Além disso, a configuração do núcleo escolhida por Ramírez (2021), com regiões de 1 

a 6 dispostas da direita para a esquerda, é exibida pela Tabela 7.3: 

 

Tabela 7.3 – Configuração do núcleo do Problema I; dados retirados de Ramírez (2021). 

Região (𝑛) 3 ou 4 2 ou 5 1 ou 6 

Tipo I II III 

Tamanho [cm] 10 10 50 

 

 Nos algoritmos DD* 𝑆2, DD* 𝑆4 e DD 𝑆4, é também necessário dividir cada região em 

um grande número de malhas para que o erro associado às aproximações feitas no cálculo dos 

fluxos angulares médios, dado pela expressão (6.8), seja reduzido. Foi escolhido um valor de 

0,05 cm por cada malha para os DD* 𝑆2 e DD* 𝑆4, enquanto que Ramírez (2021) se valeu de 

um número fixo de 4096 malhas por região. 

 Em tese, para o algoritmo AV 𝑆2, só precisaríamos de uma malha por região para 

conseguirmos realizar os cálculos. Porém, devido à ocorrência de erros de overflow nas 

exponenciais e nas funções trigonométricas hiperbólicas, foi necessário mais de uma malha por 

região para remediar esse problema, sendo escolhido um tamanho de 5 cm por malha.  

O número de malhas para cada região e para cada método é dado pela Tabela 7.4: 
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Tabela 7.4 – Número de malhas por região do Problema I; dados para DD 𝑆4 retirados de Ramírez (2021). 

Algoritmo 
Número de Malhas por Região 

𝑛 = 3 ou 4 𝑛 = 2 ou 5 𝑛 = 1 ou 6 

AV 𝑆2 2 2 10 

DD* 𝑆2 200 200 1000 

DD* 𝑆4 200 200 1000 

DD 𝑆4 4096 4096 4096 

 

 Depois de realizados os cálculos, os valores obtidos para o 𝑘𝑒𝑓𝑓 e para o desvio relativo 

percentual, 𝐷𝑅𝑃, dos métodos aqui desenvolvidos comparados com o DD 𝑆4 de Ramírez 

(2021), são exibidos na Tabela 7.5: 

 

Tabela 7.5 – Valores de 𝑘𝑒𝑓𝑓  obtidos para o Problema I; dado para DD 𝑆4 retirado de Ramírez (2021). 

Método AV 𝑆2 DD* 𝑆2 DD* 𝑆4 DD 𝑆4 

𝑘𝑒𝑓𝑓 0,99835719 0,99835688 1,00214297 1,00214320 

𝐷𝑅𝑃(DD 𝑆4) 0,377791% 0,377822% 0,000023% – 

 

 Como podemos observar, existe um desvio relativo percentual consideravelmente maior 

para os métodos que utilizam quadratura 𝑆2. Em Ramírez (2021), também foi verificado, para 

um problema distinto, que a variação nas ordens de quadratura no método DD convencional 

também provocava variações no 𝑘𝑒𝑓𝑓 nessa ordem de grandeza, conforme a Tabela 7.6: 

 

Tabela 7.6 – Valores de 𝑘𝑒𝑓𝑓  para diferentes ordens de 𝑆𝑁; dados retirados de Ramírez (2021). 

Método DD 𝑆2 DD 𝑆4 DD 𝑆8 DD 𝑆16 DD 𝑆512 DD 𝑆1024 

𝑘𝑒𝑓𝑓 1,05685228 1,06750838 1,06797273 1,06802961 1,06804649 1,06804589 

  

 Da Tabela 7.6, o 𝐷𝑅𝑃(DD 𝑆4) do 𝑘𝑒𝑓𝑓 obtido pelo método DD 𝑆2 é de aproximadamente 

1%. Portanto, é possível dizer que os valores obtidos na segunda linha da Tabela 7.5 estão 

dentro do esperado.                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                    

 Para comparações nos fluxos escalares, ao invés de 𝛷̅𝑛, Ramírez (2021) utiliza os fluxos 

escalares em pontos, 𝛷𝑛(𝑥), os quais são dados pela fórmula: 
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𝛷𝑛(𝑥) =
1

2
∑ 𝜔𝑚

𝑀

𝑚=1


𝑚
 𝑛(𝑥). (7.1) 

 

 No caso da interface da região 𝑛 com a região 𝑛 + 1, o cálculo de 𝛷𝑛(𝑥) pode se dar 

tanto pela somatória pesada de 
𝑚
 𝑛(𝑎𝑛 2⁄ ), quanto por uma de 

𝑚
 𝑛+1(−𝑎𝑛+1 2⁄ ), quanto por 

uma englobando ambos. Dessa forma, calculamos 𝛷𝑛(𝑥) para 𝑥 = 70, 80, 90 e 140 cm – sendo 

𝑥 = 70 cm o eixo de simetria do núcleo, onde temos o fluxo máximo – conforme a Tabela 7.7: 

 

Tabela 7.7 – Fluxo Escalar de Nêutrons, 𝛷𝑛(𝑥), do Problema I; dados para DD 𝑆4 retirados de Ramírez (2021). 

Algoritmo 
𝛷𝑛(𝑥) [nêutrons/(cm2s)] 

𝑥 = 70 cm 𝑥 = 80 cm 𝑥 = 90 cm 𝑥 = 140 cm 

AV 𝑆2 1,6817440 8,1207843×10-1 1,2692986×10-1 1,2218559×10-8 

DD* 𝑆2 1,6817453 8,1208041×10-1 1,2692915×10-1 1,2214467×10-8 

DD* 𝑆4 1.7040112 7,9898490×10-1 1,2137997×10-1 6,5695767×10-8 

DD 𝑆4 1,7040094 7,9898305×10-1 1,2138068×10-1 6,5710021×10-8 

 

 Os 𝐷𝑅𝑃𝑠(DD 𝑆4) dos métodos AV 𝑆2 e DD* 𝑆2 foram ambos de aproximadamente 1,3% 

em 𝑥 = 70 cm, 1,6% em 𝑥 = 80 cm, 4,5% em 𝑥 = 90 cm e 81,4% em 𝑥 = 140 cm.  

 A grande divergência entre os fluxos em 𝑥 = 140 cm se dá pelo fato de o método 𝑆2 

corresponder à chamada aproximação 𝑃1, que por sua vez corresponde à aproximação da 

equação de transporte pela equação de difusão. Como a equação de difusão não apresenta 

validade nas proximidades dos contornos, é também esperado que qualquer solução que se 

valha do método 𝑆2 não apresente bons resultados nesses pontos.  

 A Figura 7.1 mostra a distribuição dos fluxos escalares de nêutrons calculados nas faces 

de todas as malhas dos métodos AV 𝑆2, DD* 𝑆2 e DD* 𝑆4: 
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Figura 7.1 – Fluxos de nêutrons obtidos pelos algoritmos AV 𝑆2, DD* 𝑆2 e DD* 𝑆4 para o Problema I. 

  

 Para a análise do refinamento de malhas dos algoritmos desenvolvidos, calculamos 

também os valores do 𝑘𝑒𝑓𝑓, do fluxo escalar máximo de nêutrons 𝛷𝑚𝑎𝑥
𝑛  (𝛷𝑛(𝑥) em 𝑥 = 70 cm), 

do tempo computacional 𝑇, e do número de iterações 𝑘 para o algoritmo AV 𝑆2 com 256 malhas 

por região (refinada) e para DD* 𝑆2 e DD* 𝑆4 com 4096 malhas por região (refinadas).  

 A Tabela 7.8 mostra esses resultados com os obtidos pelas malhas antigas (grossas): 

 

Tabela 7.8 – Análise da qualidade do refinamento da malha para os algoritmos. 

Algoritmo e Malha 𝑘𝑒𝑓𝑓 𝛷𝑚𝑎𝑥
𝑛 [nêutrons/(cm2s)] 𝑇 [s] 𝑘 

AV 𝑆2 (grossa) 0,99835719 1,6817440 0,03506 50 

AV 𝑆2 (refinada) 0,99835719 1,6817440 180,69194 3707 

DD* 𝑆2 (grossa) 0,99835689 1,6817453 13,53161 819 

DD* 𝑆2 (refinada) 0,99835719 1,6817440 111,49112 802 

DD* 𝑆4 (grossa) 1,00214297 1,7040112 36,10992 982 

DD* 𝑆4 (refinada) 1,00214326 1,7040097 305,25010 960 

  

 Percebe-se que o aumento no número de malhas no algoritmo AV 𝑆2 não alterou os 

resultados dos fluxos escalares ou do 𝑘𝑒𝑓𝑓, embora o tempo de cálculo e o número de iterações 

tenham sido muito maiores. No caso do algoritmo DD* 𝑆2, notamos que os resultados se 
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aproximaram ainda mais aos do AV 𝑆2, sem nenhuma diferença numérica até as casas decimais 

consideradas, o que é um ótimo indício para a validade da solução analítica. Por último, no caso 

do algoritmo DD* 𝑆4, percebe-se que os resultados se aproximaram ainda mais dos obtidos pelo 

DD 𝑆4 de referência, que por sua vez já tinha usado uma malha mais fina.  

 Ramírez (2021) também analisou a potência produzida ao longo do núcleo. Sendo 𝛾 a 

energia gerada por fissão (~3,2×10-11 Joules), a potência total gerada no reator é dada por: 

 

 

𝑃 = 𝛾 ∑ 𝑓
𝑛𝛷̅𝑛𝑎𝑛

𝑁

𝑛=1

. (7.2) 

 

 Com a potência nominal do reator, 𝑃𝑁, de 10 MW, e 𝑅𝑛 como o número de repartições 

de uma região, a potência normalizada por região é: 

 

 

𝑝𝑛 = 𝛾
𝑃𝑁

𝑃
∑𝑓

𝑟𝛷̅𝑟𝑎𝑟

𝑅𝑛

𝑟=1

. (7.3) 

 

 Os cálculos para 𝑝𝑛 foram usando os algoritmos AV 𝑆2, DD* 𝑆2 e DD* 𝑆4 e comparados 

com os resultados obtidos pelo DD 𝑆4 de Ramírez (2021), conforme a Tabela 7.9: 

 

Tabela 7.9 – Potência gerada nas regiões do Problema I; dados para DD 𝑆4 retirados de Ramírez (2021). 

Algoritmo e Malha 
Potência Total Produzida por Tipo de Região (MW) 

Tipo I Tipo II 

AV 𝑆2 (grossa) 8,4852 1,5148 

DD* 𝑆2 (grossa) 8,4852 1,5148 

DD* 𝑆4 (grossa) 8,5548 1,4452 

DD 𝑆4 8,5548  1,4452 

 

 Para o algoritmo DD* 𝑆4 não houve desvios perceptíveis. Os valores de 𝐷𝑅𝑃(DD 𝑆4) para 

a potência na região do tipo I para os métodos de quadratura 𝑆2 foram ambos de 

aproximadamente 0,8%, enquanto que para a região do tipo II o valor encontrado foi de 4,8%. 

Mais uma vez, os valores do 𝐷𝑅𝑃(DD 𝑆4) aumentam conforme nos aproximamos das regiões 

mais próximas das contornos para os algoritmos que utilizam o método 𝑆2.   
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7.2 Validação do Algoritmo FF 𝑺𝟐 

 

 Para o próximo problema, como não foram encontradas referências para problemas de 

fonte-fixa cujas especificações fossem muito próximas às adotadas ao longo do Capítulo 3 

(espalhamento isotrópico, uma energia, meio não-multiplicativo e quadratura 𝑆2), validaremos 

o problema de fonte-fixa utilizando o problema de autovalor. Essa validação seria ideal se o 

termo de fonte externa fosse definido como: 

 

 

𝑆0
𝑛(𝑥) ≡

𝑓
𝑛

𝑘𝑒𝑓𝑓
∑ 𝜔𝑚′𝑚′

 𝑛 (𝑥)

𝑀

𝑚′=1

, (7.4) 

 

em que o 𝑘𝑒𝑓𝑓 e 
𝑚′
 𝑛 (𝑥) seriam respectivamente o fator de multiplicação efetivo e as soluções 

dos fluxos angulares já calculados por um problema de autovalor análogo.  

 No entanto, a solução apresentada no Capítulo 4 foi desenvolvida para casos de fontes 

uniformes dentro de uma região 𝑛, tal que 𝑆0
𝑛(𝑥) = 𝑆0

𝑛. Por isso, ao invés de utilizarmos 
𝑚′
 𝑛 (𝑥) 

na equação (7.4), vamos utilizar os fluxos angulares médios, ̅
𝑚
𝑛 , os quais também são 

uniformes dentro de uma região 𝑛. Assim, com a equivalência fornecida pela equação (4.21), 

podemos reescrever a equação (7.4) na forma: 

 

 

𝑆0
𝑛 ≡

𝑓
𝑛

𝑘𝑒𝑓𝑓
∑ 𝜔𝑚′̅𝑚

𝑛

𝑀

𝑚′=1

= 2
𝑓

𝑛

𝑘𝑒𝑓𝑓
𝛷̅𝑛. (7.5) 

 

 Ora, conhecendo o 𝑘𝑒𝑓𝑓 e os valores de 𝛷̅𝑛 obtidos pelo algoritmo AV 𝑆2 para o mesmo 

núcleo do Problema I, podemos obter os valores equivalentes de 𝑆0
𝑛 para rodarmos no algoritmo 

FF 𝑆2. No entanto, além das malhas de 5 cm utilizadas no algoritmo AV 𝑆2 no Problema I, 

vamos utilizar também malhas de 2,5 cm, de 1,25 cm e de 0,25 cm, de forma que possamos 

melhorar e suavizar progressivamente a aproximação do termo de fonte externa 𝑆0
𝑛.  

  Como nesses quatro casos teríamos muitos valores para 𝑆0
𝑛 no lugar de 𝑓

𝑛 e muitos 

tipos diferentes de regiões – embora a disposição das seções de choque totais e de espalhamento 

continuem as mesmas –, não é interessante replicarmos as Tabelas 7.2, 7.3 e 7.4. Portanto, de 

forma semelhante ao que foi feito na Tabela 7.7, vamos partir direto para o cálculo dos fluxos 

nas interfaces das regiões, conforme a Tabela 7.10: 
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Tabela 7.10 – Fluxo Escalar de Nêutrons do Problema I para diferentes métodos analíticos. 

Algoritmo e  

Malha 

𝛷𝑛(𝑥) [nêutrons/(cm2s)] 

𝑥 = 70 cm 𝑥 = 80 cm 𝑥 = 90 cm 𝑥 = 140 cm 

FF 𝑆2 (5 cm) 1.6406999 8,3180656×10-1 13964137×10-1 1.3442198×10-8 

FF 𝑆2 (2,5 cm) 1,6723258 8,1735885×10-1 1,3011043×10-1 1,2524728×10-8 

FF 𝑆2 (1,25 cm) 1,6794475 8,1341953×10-1 1,2772545×10-1 1,2295144×10-8 

FF 𝑆2 (0,25 cm) 1,6816529 8,1213235×10-1 1,2696169×10-1 1.2221624×10-8 

AV 𝑆2 (5cm) 1,6817440 8,1207843×10-1 1,2692986×10-1 1,2218559×10-8 

 

 É perceptível que, à medida que refinamos a malha e suavizamos a distribuição de 𝑆0
𝑛, 

os valores obtidos pelo algoritmo de solução de problema de fonte-fixa tendem a se aproximar 

dos obtidos pelo de autovalor, o que nos permite afirmar com boa confiança que o FF 𝑆2 é 

válido também. 

 A comparação gráfica entre o problema de autovalor utilizado para a geração de seu 

equivalente em fonte-fixa é mostrada, para diversas malhas, pelas Figura 7.2, 7.3, 7.4 e 7.5: 

 

 

Figura 7.2 – Comparação dos 𝛷𝑛(𝑥) obtidos pelos algoritmos AV 𝑆2 e FF 𝑆2 (malhas de 5 cm). 

 



44 
 

 

Figura 7.3 – Comparação dos 𝛷𝑛(𝑥) obtidos pelos algoritmos AV 𝑆2 e FF 𝑆2 (malhas de 2,5 cm). 

 

 

Figura 7.4 – Comparação dos 𝛷𝑛(𝑥) obtidos pelos algoritmos AV 𝑆2 e FF 𝑆2 (malhas de 1,25 cm). 
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Figura 7.5 – Comparação dos 𝛷𝑛(𝑥) obtidos pelos algoritmos AV 𝑆2 e FF 𝑆2 (malhas de 0,25 cm). 

 

7.3 Comparação do Algoritmo FF 𝑺𝟐 com o Algoritmo DD* 𝑺𝟐 

 

 Para última análise, vamos validar o algoritmo FF 𝑆2 pelo algoritmo DD* 𝑆2. Assim, a 

Tabela 7.11 apresenta os dados nucleares do Problema II para diferentes tipos de regiões: 

 

Tabela 7.11 – Tipos de Regiões e Dados Nucleares do Problema II. 

Tipo da Região 𝑡 [cm-1] 𝑠0 [cm-1] 𝑆0
𝑛 [nêutrons/(cm3s)] 

I 1,000 0,970 1,000 

II 1,000 0,970 0,000 

 

 Já a configuração do núcleo do reator inteiro é dada pela Tabela 7.12: 

 

Tabela 7.12 – Configuração do núcleo inteiro do Problema II. 

Região (𝑛) 1 2 3 4 

Tipo II I I II 

Tamanho [cm] 12 12 12 12 

 

 Em seguida, definimos o número de malhas por região, conforme a Tabela 7.13: 
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Tabela 7.13 – Número de malhas por região do Problema II. 

Algoritmo e 

Malha 

 Número de Malhas por Região 

𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3 𝑛 = 4 

FF 𝑆2 {1} 1 1 1 1 

FF 𝑆2 {16} 16 16 16 16 

DD* 𝑆2 {128} 128 128 128 128 

DD* 𝑆2 {1024} 1024 1024 1024 1024 

 

Para esse problema, foi possível escolher apenas uma malha por região no caso FF 𝑆2 

{1}, já que não ocorreram erros de overflow. Também realizamos o teste FF 𝑆2 {16} para 

mostrar que o número de malhas no caso analítico não faz diferença, assim como no algoritmo 

AV 𝑆2. Já os dois testes DD* 𝑆2 {128} e DD* 𝑆2 {1024} foram feitos para provar que, à medida 

que refinamos a malha em um método numérico, seus resultados tendem a se aproximar dos 

resultados obtidos por soluções analíticas.  

Assim, os resultados para os fluxos escalares nos pontos 𝑥 = 24, 36 e 48 cm, assim como 

os tempos de cálculo computacional 𝑇 e o número total de iterações 𝑘 são exibidos, para cada 

um dos algoritmos e malhas, na Tabela 7.14: 

 

Tabela 7.14 – Resultados dos testes do Problema II. 

Algoritmo  

e Malha 

𝛷𝑛(𝑥) [nêutrons/(cm2s)] 
𝑇[s] 𝑘 

𝑥 = 24 cm 𝑥 = 36 cm 𝑥 = 48 cm 

FF 𝑆2 {1} 16,2110319 8,3227273 6,7181667×10-2 0,00286 32 

FF 𝑆2 {16} 16,2110319 8,3227273 6,7181667×10-2 0,37437 266 

DD* 𝑆2 {128} 16,2111401 8,3227323 6,7165748×10-2 2,15303 658 

DD* 𝑆2 {1024} 16,2110336 8,3227273 6,7181417×10-2 14,48482 605 

 

Mais uma vez, nota-se que não houve diferenças com o refinamento da malha para um 

algoritmo analítico. Por outro lado, o refino do método numérico o fez se aproximar mais ainda 

do analítico, chegando até mesmo a se igualar no ponto 𝑥 = 36 cm.  

Para visualização gráfica, a Figura 7.6 exibe os resultados pelos algoritmos FF 𝑆2 {16} 

e DD* 𝑆2 {1024} para os fluxos escalares nas faces das malhas: 
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Figura 7.6 – Fluxo de nêutrons obtidos pelos algoritmos FF 𝑆2 {16} e DD* 𝑆2 {1024} para o Problema II. 

 

 Foi também observado que, durante a execução do algoritmo FF 𝑆2, não se fazia 

necessário o cálculo dos fluxos angulares médios e do fluxo escalar médio dentro das iterações 

e nem a realização do critério de convergência nos fluxos escalares médios. Esse critério foi 

depois substituído por um de convergência nos únicos coeficientes variantes das soluções, 𝐴1
𝑛 

e 𝐵1
𝑛, e os resultados foram idênticos, com o mesmo número de iterações, mas tempos 

computacionais até 20% menores. Contudo, esse procedimento não pôde ser utilizado no 

problema de autovalor, pois a atualização do 𝑘𝑒𝑓𝑓 também depende da atualização dos fluxos 

escalares médios. 
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8. CONCLUSÃO E SUGESTÕES PARA TRABALHOS FUTUROS 

 

Neste trabalho, foi apresentada uma proposta de formulação para a solução analítica da 

equação de transporte de nêutrons estacionária e monoenergética, considerando espalhamento 

isotrópico e duas possíveis direções para os fluxos angulares de nêutrons pela formulação 𝑆𝑁. 

 Foi também desenvolvido um método numérico ligeiramente variante do método DD, 

para o qual foi usado a sigla DD*. Os resultados do método DD* foram rodados utilizando 

ordens de quadratura 𝑆2 e 𝑆4, com o intuito de intermediar a validação entre as soluções 

analíticas – ambas em 𝑆2 – com os resultados de referência, os quais foram obtidos por um 

método DD convencional com ordem de quadratura 𝑆4.  

Os algoritmos para essas três soluções foram desenvolvidos na linguagem de 

programação Python, utilizando a plataforma Google Colab.  

A solução analítica para o problema de autovalor foi validada a partir da solução 

numérica obtida pelos métodos DD* 𝑆2 e DD* 𝑆4 e pelo método DD 𝑆4 convencional de 

referência. Foi observado que os resultados da solução analítica do problema de autovalor não 

se mostraram sensíveis a refinamentos de malha. Logo, essa solução pode ser aplicada em 

malhas muito grossas, reduzindo, assim, o tempo computacional de simulação. Por outro lado, 

o refino na malha do método DD* 𝑆2 fez com que os resultados se aproximassem mais dos 

resultados obtidos pela solução analítica, como já era de se esperar.  

 Em seguida, foi feita uma validação da solução analítica para o problema de fonte-fixa 

usando os resultados obtidos pelo problema de autovalor já validado, e os resultados se 

mostraram satisfatórios. Por último, a solução analítica para o problema de fonte-fixa foi 

comparada com método DD* 𝑆2 e os resultados de refino da malha seguiram o mesmo padrão 

que os resultados obtidos no problema de autovalor, validando assim essa solução. 

Como sugestões para trabalhos futuros, ficam os estudos focados em soluções analíticas 

para ordens superiores de quadratura, para casos bidimensionais ou tridimensionais ou 

formuladas para mais de um grupo de energia.  
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