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Resumo do Projeto de Graduacdo apresentado a Escola Politécnica/ UFRJ como parte dos
requisitos necessarios para a obtencdo do grau de Engenheiro Nuclear.

SOLUCAO ANALITICA DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE NEUTRONS
UNIDIMENSIONAL E MONOENERGETICA USANDO O METODO DAS ORDENADAS
DISCRETAS PARA PROBLEMAS DE FONTE-FIXA E DE AUTOVALOR

Alexandre Goes de Oliveira Cordeiro

Janeiro/2023

Orientador: Adilson Costa da Silva
Curso: Engenharia Nuclear

O estudo da movimentacao de néutrons em meios materiais é de suma importancia para calculos
de blindagem de néutrons e para o controle da criticalidade em reatores nucleares. A equagéo
de transporte de néutrons € a melhor formulacdo deterministica para descrever essa
movimentacdo, mas é tradicionalmente resolvida por métodos numéricos em malhas finas que
requerem tempos de calculo computacional relativamente grandes para alcancarem resultados
mais precisos. Dessa forma, neste trabalho, foram propostas solu¢des analiticas para a equacédo
de transporte de néutrons unidimensional e monoenergética usando o método das ordenadas
discretas S, para problemas de fonte-fixa e de autovalor. A solucdo para problemas de autovalor
foi comparada com uma variante do método Diamond Differences (método DD) desenvolvida
neste trabalho e com os resultados obtidos pelo método DD de referéncia. A solucdo para
problemas de fonte-fixa foi validada pela solucdo para problemas de autovalor e também pela
variante do método DD desenvolvida. Em todos os casos, foi observado que as solucgdes
analiticas, de fato, ndo apresentam qualquer alteracdo nos resultados quando suas malhas sao
refinadas e podem ser programadas para malhas muito mais grossas para se garantir os menores
tempos computacionais possiveis. Por outro lado, o refino nas malhas dos métodos numéricos

aproximou seus resultados aos das solugdes analiticas, garantindo assim sua validade.

Palavras-chave: Equacdo de Transporte de Néutrons, Solucdo Analitica, Métodos Numeéricos.



Abstract of Undergraduate Project presented to POLI/UFRJ as a partial fulfillment of the
requirements for the degree of Nuclear Engineer.

ANALYTICAL SOLUTION OF THE UNIDIMENSIONAL AND MONOENERGETIC
NEUTRON TRANSPORT EQUATION USING THE DISCRETE ORDINATES METHOD
FOR FIXED-SOURCE AND EIGENVALUE PROBLEMS

Alexandre Goes de Oliveira Cordeiro

January/2023

Advisor: Adilson Costa da Silva

Course: Nuclear Engineering

The study of neutron movement in material means is of paramount importance for shielding
calculations and for criticality control in nuclear reactors. The neutron transport equation is the
best deterministic formulation to describe this movement, but it is traditionally solved by
numerical methods in fine meshes that require relatively large computational calculation times
to achieve more accurate results. Thus, in this work, analytical solutions were proposed for the
one-dimensional and monoenergetic neutron transport equation using the discrete ordinates
method S, for the fixed-source and eigenvalue problems. The solution for the eigenvalue
problems were compared with a variant of the Diamond Differences method (DD method)
developed in this work and also with the results of a DD method of the bibliographical
references of this work. The solution for fixed-source problems was validated by the solution
for eigenvalue problems and also by the variant of the DD method developed. In all cases, it
was observed that the analytical solutions indeed do not show any change in the results when
their meshes are refined and can be programmed for much thicker meshes to guarantee the
lowest possible computational times. On the other hand, the refinement in the meshes of the
numerical methods approximated their results to those of the analytical solutions, thus

guaranteeing their validity.

Keywords: Neutron Transport Equation, Analytical Solution, Numerical Methods.
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1. INTRODUCAO

Um dos pontos centrais da teoria de reatores nucleares é a determinacéo da distribuicéo
de néutrons atraves de estudos de movimentacdo e interacdo de néutrons no meio material
hospedeiro que compde o nucleo de um reator nuclear. Muitos desses estudos tratam o
movimento dos néutrons como um processo difusivo, sob a suposi¢cdo de que uma corrente de
néutrons tende a surgir em sentido contrario ao gradiente da densidade — ou do fluxo, como é
normalmente tratado em Fisica de Reatores — dos mesmos, de forma anéloga a Lei de Fick
usada em Fendmenos de Transporte de Massa. No entanto, processos de difusdo séo geralmente
caracterizados pela alta frequéncia de colisGes em intervalos espaciais muito curtos, enquanto
gue um néutron possui um livre caminho médio da ordem de um centimetro, sendo capaz de
atravessar o diametro de uma vareta de elemento combustivel sem sofrer uma interacéo sequer
com o0 meio material. Dessa forma, faz-se necessario o uso de uma equagdo mais completa,
chamada de equacao de transporte de néutrons, a qual foi adaptada da equacéo linearizada de
transporte de Boltzmann usada na Mecéanica Estatistica. Contudo, embora muito completa, a
equacdo de transporte de néutrons é muito dificil de ser resolvida de forma direta, €, mesmo
através de uma série de simplifica¢des, continua exigindo um esfor¢co computacional muito alto
(DUDERDSTADT et al., 1976).

Tradicionalmente, problemas de transporte sdo resolvidos por métodos computacionais
de malha fina, sendo o mais conhecido o método Diamond Differences — ou método DD
(LEWIS et al., 1984). Porém, com o avango dos anos, métodos analiticos, comumente referidos
como métodos espectro-nodais, tém sido aprimorados desde a sua formulacéo inicial por Larsen
(1986). De modo geral, as soluces analiticas possuem uma fundamentacdo algébrica e
computacional consideravelmente mais complexa que as solu¢cdes numéricas, mas tém se
mostrado capazes de executar os mesmos problemas com tempos de célculo muito inferiores e
com precisdes ainda maiores (RAMIREZ, 2021).

Entdo, com o intuito de dar continuidade aos estudos de solucGes analiticas da equacéao
de transporte de néutrons, este trabalho tem como objetivo apresentar a formulagdo de dois
casos muito estudados por essa equacdo: os chamados problemas de fonte-fixa, para céalculos
de blindagem de néutrons; e os problemas de autovalor, associados ao calculo de criticalidade

de reatores nucleares.



1.1 Estruturacéo do Trabalho

Este trabalho foi dividido em oito capitulos incluindo esta introducéo.

No segundo capitulo, serdo apresentados alguns conceitos fundamentais na area da
Fisica de Reatores e sera realizada a deducdo da equacédo de transporte de néutrons em uma de
suas formulagdes mais completas.

No terceiro capitulo, algumas consideracGes matematicas normalmente utilizadas para
simplificar o calculo da equacéo de transporte de néutrons. Em seguida, também serdo definidas
algumas condicbes fisicas especificas que possibilitardo a formulacdo das equagbes de
transporte simplificadas para os problemas de fonte-fixa e de autovalor a serem resolvidas no
capitulo seguinte.

No quarto capitulo, sera desenvolvida a solucao analitica da equacao de transporte de
néutrons — simplificada pelos procedimentos do terceiro capitulo — para problemas de fonte-
fixa. Ao final, ser& apresentado um algoritmo genérico de programacéo para essa solucao.

No quinto capitulo, sera desenvolvida a solucdo analitica da equacdo de transporte de
néutrons — simplificada pelos procedimentos do terceiro capitulo — para problemas de autovalor.
Ao final, sera apresentado um algoritmo genérico de programacdo para essa solugdo e para o
calculo do fator de multiplicacdo associado a criticalidade.

No sexto capitulo, sera apresentado um método numeérico ligeiramente variante do
método DD, com o intuito de desenvolver um terceiro algoritmo que ira auxiliar na validacéo
das solucgdes analiticas.

No sétimo capitulo, serdo realizados alguns testes para validar os resultados com aqueles
jaaceitos pela bibliografia, bem como comparacdes e validagcdes entre 0s métodos e as solucdes
que foram aqui desenvolvidos.

Por fim, no oitavo capitulo, serdo apresentadas as conclusdes sobre os resultados obtidos
e sobre todo o desenvolvimento deste trabalho, além de que também serdo feitas algumas

sugestdes de estudos para trabalhos futuros.



2. DEDUCAO DA EQUACAO DE TRANSPORTE DE NEUTRONS

Antes de apresentarmos a equacao de transporte de néutrons em sua formulacdo mais
completa, é necessario entendermos a sua validade para descrever o comportamento dos
néutrons em meios materiais. Portanto, neste capitulo, serdo introduzidas algumas grandezas
fundamentais para o entendimento basico da Fisica de Reatores para que, em seguida, seja

realizada a deducédo da equacao de transporte de néutrons.
2.1 Grandezas Fundamentais
O primeiro conceito a ser apresentado € a densidade angular de néutrons:
n(r,E,Q,t), (2.1)

a qual pode ser entendida como a densidade de néutrons em uma posicao r do espaco, viajando
na direcdo Q e com uma energia E no instante t.
Ja o produto da densidade angular de néutrons pelo modulo de suas velocidades v(E) é

definido como o fluxo angular de néutrons:
o(r,E,Qt) = v(E)n(r,E,Q t). (2.2)
Nota-se que esse fluxo é ligeiramente diferente dos fluxos mais conhecidos do
Eletromagnetismo ou de Fendmenos de Transporte, uma vez que representa uma grandeza

escalar, e ndo vetorial. Na verdade, na fisica de reatores, o equivalente dos fluxos de um campo

elétrico ou de calor é chamado de corrente de néutrons:
i(rEQt)=o(rE Q)0 =vE)n(rEQt)Q (2.3)

Considerando uma pequena superficie orientada dS na posicao r, tal que dS = ésdS, e

€, representa o vetor unitario normal a dS, entéo

j(r.E,Q,t) - dSAEdQ (2.4)
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pode ser entendido fisicamente como a quantidade de néutrons com energia E dentro de um
intervalo de energia dE, viajando na direcdo Q dentro de um pequeno dominio angular dQ, que
atravessam a superficie orientada dS por unidade de tempo, no instante t.

Também se define o chamado fluxo escalar de néutrons, dado por:

&(r,E,t) = f o (r,E,Q,t)dQ. (2.5)

41

Por fim, para entendermos as interagdes entre 0s néutrons e 0s meios materiais por onde

se transportam, definimos as taxas de rea¢des angulares pela expresséo:
f(r,E,Qt) =2 E e (rE Q). (2.6)

Na equacdo (2.6), X(r,E,t) representa a secdo de choque macroscopica do meio
material. Esse parametro pode ser definido, de modo simples, como uma espécie de
probabilidade que um néutron com uma determinada energia tem de interagir com um meio
material numa determinada posicao e num dado instante de tempo. Essas interagfes podem ser,
por exemplo, por absor¢oes, espalhamentos ou fissdes, das quais se retiram suas respectivas

taxas de reacoes.
2.2 A Equacéo de Transporte de Néutrons

Com o conhecimento dos conceitos apresentados na secdo 2.1, vamos assumir um
volume arbitrério V, invariante no tempo e delimitado por uma superficie fechada S.

A taxa de variacdo temporal, dentro do volume V, da densidade angular de néutrons,
para néutrons com energia E dentro de um intervalo de energia dE, viajando na direcio Q

dentro de um pequeno dominio angular dQ, pode ser escrita como:
d _ _
U an(r, E,Q, t)dV dEdQ = ganhos em V — perdasemV. (2.7)
v

Agora, como mecanismos de ganho de néutrons em V, podemos definir:

(a) quaisquer fontes de néutrons em V;



11

(b) néutrons adentrando o volume V através da superficie S;
(c) néutrons com diferentes energias E’ e direcdes {2, que, ao sofrerem alguma coliséo

de espalhamento dentro de VV, mudam de energia E’ para E e de direcdo Q para Q.

E como mecanismos de perda em V, temos:
(d) néutrons deixando o volume V pela superficie S;

(e) interagdes de espalhamento ou de absorgéo que retirem o néutron de sua energia E

ou de sua direcéo Q.

De forma que a equacéo (2.7) pode ser reescrita como:
0 ~ ~
[ f an(r, E,Q,t)dV|dEAQ — (a) — (b) — (c) + (d) + (e) = 0. (2.8)
14

Para o termo (a), podemos definir dois tipos de contribuicio em dE e dQ da taxa de
néutrons que surge no volume infinitesimal dV nas redondezas da posigdo r, com energia E e
na direcdo € no instante ¢t: uma relacionada a producéo interna de néutrons pela fissdo nuclear
e outra relacionada a fontes externas.

A taxa de fissdo que contribui para essa producéo interna é:
2 (rEL ) e (r E,Q, t)dVdEAD, (2.9)

em que Zq(r, E', t) representa a secdo de choque macroscopica de fisséo do meio material.
Foram usados os termos E' e Q' ao invés de E e , pois neste caso estamos considerando
néutrons de outras direcfes e energias que, quando absorvidos por algum ndcleo, produzirdo
novos néutrons com energia E e na dire¢do Q por fisso.

Dessa forma, a taxa com que 0s néutrons com energia E e na direcdo Q que aparecem
dentro de V deve ser resultado da somatoria das fissdes provocadas por néutrons de todas as
possiveis energias e direcbes. Assim, considerando que v (E') corresponde ao nimero medio
de néutrons produzidos pela fissdo provocada por um néutron incidente de energia E’, e que 0s
novos néutrons produzidos pela fissdo séo emitidos de forma isotropica, ou seja, igualmente

em todo o dominio €, a taxa de total em que 0s néutrons nascem no volume V é:
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EY [ (® A _ _
l f x(E) f f V(ENE (B O (r, B, QY t)dE'dQYdV | dEdD,  (2.10)
v AT L Jo

em que y(E), o espectro de fissdo, representa a distribuicdo de energia dos néutrons que nascem
da fisséo nuclear, e o denominador 4m esta associado a emissdo isotropica da fissdo.

Para o caso da taxa de geracdo de néutrons por fontes externas ao volume V/, escrevemos
comumente a contribuicdo como:

S(r,E,Q,t)dVdEdQ (2.11)

E com isso, o termo (a) se d& por:

(a) =

f S(r,E,Q, t)dVl dEAQ +
%4

E ° _ _ _
U x(E) f f V(E’)Zf(r,E’,t)go(r,E’,Q’,t)dE’dQ’dVldEdQ (2.12)
v AT L Jo

Para (e), a contribuicdo em dE e dQ) da taxa de reacdo angular de interaces de absorgéo
ou colisio que retiram um néutron de sua energia E ou de sua direcdo Q, no volume

infinitesimal dV nas redondezas da posicéo r, é dada pela expressao:
2(r,E, )¢ (r,E,Q,t)dVAEdD, (2.13)
em que X.(r, E, t) € a secdo de choque macroscopica total, associada a probabilidade de um

néutron mudar de energia E ou de direcdo Q ao interagir com um meio material.

Dessa forma, o termo (e) pode ser reescrito como:
(e) = l f 2(rE, ) (r,E,Q,t)dV|dEQ. (2.14)
14

Para (c), a contribuicdo em dE e dQ para o ganho de néutrons com energia E e viajando

na direcdo Q dentro do volume V e no instante t é dado pelos néutrons com qualquer outra
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energia E’ e viajando em qualquer outra direcdo &', que, ap6s sofrerem algum espalhamento,

mudam suas energias para E e sua direcio para Q:
[ f 3(rE' > EQ - Q,t)p(r,E,Qt)dV|dEdD. (2.15)
14

Na equagdo (2.15), Z4(r,E' > E,Q)' > Q,t) representa a secdo de choque
macroscopica de espalhamento, a qual estd associada a probabilidade que um néutron com
energia E' e direcdo Q' adquira uma nova energia E e mude sua direcdo para Q ap6s uma
colisdo. No entanto, como devemos considerar que esse espalhamento pode acontecer para

néutrons com todas as energias E’ e em todas as dire¢des €', o termo (¢) é na verdade:
(c) = [ ] f f Y(rE' > E,Q > Q,t)p(r,E,Q t)dE'dQ'dV|dEdQ. (2.16)
14 4 Y0

J& (b) e (d) podem ser tratados em conjunto pela diferenca (d) — (b), que representa a
fuga liquida de néutrons do volume V pela superficie S. Para calcula-la, podemos escrever a
taxa na qual os néutrons com energia E e viajando na direcdo Q fogem por um elemento de
superficie orientada dS pela equacéo (2.4):

j(rE,Qt) dS=o(r,E,Qt)Q-dS. (2.17)

Assim, a contribuicdo em dE e dQ da fuga liquida de néutrons com energia E e na

direcdo Q pela superficie S seria dada por:
(@)= (b) = H o(r,E,8,0)a- dsl dED. (2.18)
S
Porém, sabe-se pelo Teorema da Divergéncia de Gauss que:

f F-dSEf V. Fdv, (2.19)
S |4
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e, portanto, podemos escrever a equagéo (2.18) como:
(d)—(b) = l f Q- -Vo(r,E,Q,t)dV|dEdQ. (2.20)
174

Agora, podemaos substituir todos os termos (a), (b), (¢), (d) e (e) na equacado (2.8) e

agrupa-los em um mesmo integrando em V:

U n(rEQt)+Q Vo(r,E,Q,t) +2.(r,E, ) (r,E,Qt) —
S(r,E,ﬁ,t)—X( )f f v(ENZ(rE, e (r,E, Q' t)dE'dQY —

f f 2(rE' > EQ - Qt)p(r,E,Qt)dE'dD ) dVl dEdQ = 0. (2.21)
4T
Além disso, lembrando da equacdo (2.2) que:

n(r,E,Q,t) =——=o¢(r,E,Qt), (2.22)

1
v(E)

e gque a Unica maneira da integral em V da equacdo (2.21) ser igual a zero € se o seu integrando

for também igual a zero, chegamos por fim a equacéo (2.23):

1 0

U(E)atgo(rEQt)+Q Vo (r,E,Qt) +2.(rE, e (r,E,Qt)

= f f Y(rE' - EQ > Qt)p(rE, Q) t)dE'dQ +
4m

E) (® _ _ _
)% j WENZ(r,E, 0) o (r, E', O, t)dE'dQ’ + S(r, E,Q, 1), (2.23)
0 41

a qual é conhecida como a equacéo de transporte de néutrons.
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3. CONSIDERA(;OES E CONDIQOES DOS PROBLEMAS AVALIADOS
Embora a equacéo (2.23) descreva o transporte de néutrons por uma das formulagdes
mais completas possiveis, sua solucdo, seja analitica ou até mesmo por métodos numéricos, é

demasiadamente complicada. Por isso, introduziremos algumas consideracfes e condicOes

especificas dos problemas aqui avaliados para simplificar sucessivamente a equacao (2.23).
3.1 Aproximacao a Uma Energia

A primeira simplificacdo para a equacdo de transporte de néutrons € a aproximacdo a
uma energia, 0 que nos permite assumir que a se¢do de choque macroscépica de espalhamento

seja expressa por:
S(rE - EQ - Qt)=3(r,E,Q > Q)5 (E' - E), (3.1)

em que o (E' = E) representa a fungéo — ou distribui¢do — Delta de Dirac.

Com a isso, a equacao (2.23) pode ser reescrita como:

10
v6t¢

- | [Zs(r,ﬁ’—>ﬁ,t)+
41

Q) +Q-Vo(r,Q o) +2.(r,)e(r,Q )

% (r, ¢ S _
L;) o (1,9, t)d0 + S(r, O, t). (3.2)

3.2 Fonte e Espalhamento Isotropicos

Nesse caso, a contribuicdo do termo de fonte externa e a se¢do de choque macroscopica
de espalhamento n&o dependem da direcdo Q ou do angulo de espalhamento Q' — €. Entfo,

S(r,Qt) = So(r,0)/4m e Z,(r, Q' > O, t) = 40 (r, ) /47, € a equagdo (3.2) se torna:

10 . . ) i
;Ego(r,ﬂ, t)+Q-Vo(r,Qt) +2,(r,)e(r,Qt)

Zoo(r, t) + VEf(r,t) ~ ~,  So(r,t)
= , Q' t)dQY : 3.3
4m Ln ¢ (r ) * Am (3:3)
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3.3 Problema Estacionério

No caso estacionario, o problema independe de t e a derivada temporal é zerada:

Q- Vp(r,Q)+2,(0e(r,Q)

_ [Eso(r) + vi,(r) =~ g, o)
_[ o Mn(p(r,g)dg +

(3.4)

3.4 Regibes do Nucleo Homogéneas

Também consideraremos regiGes homogéneas, com se¢Bes de choque macroscopicas
uniformes dentro de uma regido n qualquer. Assim, podemos remover a dependéncia de r das

secOes de choque e adicionar o indice n aos parametros que podem variar de regido para regiao:

S50 + VEF
41

. . ~ SR Y.
Q-Vgo"(r,Q)+2?¢)”(r,Q)=< ) f o™ (r,Q)dQY + Zg). (3.5)
41

3.5 Problema Unidimensional

O termo de fuga da equacéo (3.6) pode ser expandido em coordenadas cartesianas como:
6-Vp"(50) = (B +0, 2 48,7 ) 07(x,7,2.0) (3.6)
’ Yox Yoy “foz TR '

com Q, = cos(0), Q, = sen(0)sen(a) e Q, = sen(0)cos(o), em que 6 é o angulo formado
entre Q e 0 eixo x, e o é 0 angulo formado entre a projecio de & no plano yz e 0 eixo z.

J& em um problema unidimensional, com simetria planar e independente do &ngulo «, a
dependéncia espacial do fluxo de néutrons se da apenas pela coordenada x. Além disso, Q =
O, = cos(0) = pe dQ = 2mdy, e o termo de fonte externa também deve ser corrigido por um

fator de 2mr, de modo que a equacdo (3.5) se torna:

0 n n_n ?0 + Vz}l +1 n , , Sé‘(x)
Hol? (6, ) +Z o™ (x, 1) = — f o™ (x, 1)du +T. (3.7)
-1
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3.6 Discretizacao da Variavel Angular e Método S,

Também é possivel discretizar a variavel angular ¢ em M possiveis dire¢cbes usando o
método das Ordenadas Discretas, mais conhecido como método S (DUDERSTADT et al.,
1976). Assim, para o caso unidimensional, definimos um conjunto finito de varidveis angulares

dentro do seguinte intervalo:
1<y <p<--<p,  <p <po o <-o<p  <p <+l (3.8)

Ja as integrais de funcOes dependentes de u serdo aproximadas por somatorias

ponderadas por pesos de quadratura w,,, de Gauss-Legendre (LEWIS et al., 1984):

Elf(ﬂ)dﬂ = mi O fon (3.9)

e definiremos que ¢ (x) = go”(x, ,um). No caso unidimensional do método Sy, 0 nimero de
ordenadas discretas se dd por M = N. Portanto, para 0 método S, escolhido, 0 nimero de

ordenadas discretas € M = 2, de modo que, para m = 1, 2, a equagdo (3.6) assume a forma:

2
d ST 4 sk S (x)
i g o8+ 510300 = (S ) D) o 00+ 52

> (3.10)

mr=1

Sendo a projecgao da diregdo 4, € da w,, respectivamente, concorrente e contracorrente

ao sentido positivo do eixo x, e a™, o tamanho da regido n, temos as condi¢des de contorno:
o' (=a"/2) = ¢, (3.11.a)
@, (+a"/2) = ¢} (3.11.b)

Ainda podemos aplicar algumas condi¢des na equacdo (3.9) que modelardo os
problemas de fonte fixa e de autovalor que desejamos resolver, o que sera feito individualmente

para cada um deles nos capitulos a seguir.
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4. SOLUCAO ANALITICA - PROBLEMA DE FONTE-FIXA

Para um problema de fonte-fixa em meios nédo-multiplicativos, em que vZf = 0 em
qualquer regido n, e com termo de fonte externa uniforme para cada regido n, a equacéo (3.10)

se torna, param = 1, 2:

d n
7= OB + SRR () = Z O @™, () + 7“ 4.1)

mr=1

O procedimento padrédo de solugdo de equacdes diferenciais ordinérias lineares consiste

em assumir que a solucdo geral da equacgdo, ¢ (x), € composta pela combinagdo de uma

solucdo homogénea, (pr’r‘l'h(x), e uma particular, ¢ P (x), tal que:
Pm(x) = 1" (x) + P (). (4.2)

4.1 Solugdo Homogénea

A equacdo homogénea associada a este problema é obtida quando zeramos o termo de

fonte-fixa da equacao (4.1) e substituimos ¢ (x) por (pr’,ll'h (x), param =1, 2:

PI() + T2 () = Z O P (). (43)

mr=1

i dx

Nesse caso, podemos assumir que a solu¢cdo homogénea da equacgéo (4.3), para m =

1, 2, seja dada por funcbes exponenciais na forma:
PRt (x) = Ape?'™, (4.4)

em que A" e A" sdo, respectivamente, os coeficientes e 0s argumentos das exponenciais a serem

determinados. Assim, a partir da (4.4), temos as equivaléncias:

d n
_gorrrll,h(x) _ (An A x) /”tnAn tx (4.5)
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Com essas equivaléncias, podemos expandir a equacao (4.3) para os dois valores de m

e reescrevé-la na forma matricial:

z:?0601 z:?00’)2
At 4+t — - n
! t 2 2 AT e _ [0
n Zn n e - 0 . (4'6)
_ ~s0W1 asn_ soW2 2
2 Ha tT7

~ n = A ~
Cancelando o fator escalar nio nulo e* *, o sistema homogéneo dado pela equagéo (4.6)
tem solucdo ndo-trivial, se, e somente se, o determinante da matriz dos coeficientes for nulo

(BOYCE et al.,, 2015). Como no meétodo S,, wu, = —u, € w; = w, =1, a condigdo de

determinante nulo leva a equacdo de segundo grau:
— PN+ (ED? - 212 = 0, (4.7

cujas raizes A7 e A5 sdo:

1
Al = +;JZ?(2’? - 2%0) (4.8.2)

1

1
Ay = ——ZFCEE = Z0). (4.8.b)

Hy

Como Xp — X0, =X e X' é a secdo de choque macroscopica de absorcdo, que é
sempre positiva, A7 e A5 sdo sempre reais. Além disso, temos também dois autovetores A%, e
B[ associados, respectivamente, a A} e a 4. Portanto, temos duas possiveis solucdes, e, pelo

principio da superposicdo, a combinacéo linear dessas solugdes € a solugdo mais geral. Ou seja:

Pl (x) = AR e’1* + BlLe’%, (4.9)

Agora, substituimos A" = A7 na primeira linha da matriz de coeficientes do sistema

linear dado pela equagdo (4.6) e a multiplicamos pelo autovetor Ay,. Depois, repetimos esse

processo com A" = A7 para o autovetor Bj2. Como resultado, obtemos as equacdes:



T w W
<y1/1’f+z?— S‘; 1)A’f—< 502 2>A§=0

(M’; +Ef - Z?"z“”) B} — <Z?‘;‘”2> B} =0
das quais é possivel retirar as seguintes igualdades:
5=4rAT
B} = &'BY,
sendo as constantes &' e &' correspondentes a:

Z(yll? + Z?) "

n
s0

&

2(;11/1? + Z?) .

n
s0

&

4.2 Solucdo Particular

20

(4.10.a)

(4.10.9)

(4.11.9)

(4.11.b)

(4.12.9)

(4.12.b)

A solugdo particular, ¢ (x), tem a mesma forma funcional que o termo independente

da equacdo (4.1), S¢'/2. Ou seja, ¢+P (x) deve ser uma constante:

opP () = Ch.

(4.13)

Substituindo a equacao (4.13) na equacéo (4.1) para os dois valores de m, obtemos:

Znowl 2nowz
() +

S (x) =

n

S
@I (x) + 70 (4.14.a)
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n

Thow oW S
PP (x) = == P () + = PP () + (4.14.5)

Como os lados direitos dessas equacdes sdo idénticos, os lados esquerdos também
devem ser, 0 que sO € possivel se P (x) = @,"P(x) e Ci' = C3' = C™. Assim, substituindo C™
no lugar de ¢*? (x) e ¢,"P (x) em qualquer uma das equagdes (4.14.a) ou (4.14.b), chegaremos

a uma Unica equacao na forma:

> w > w sn
SN = %Cn + %Cﬂ + 7“ (4.15)
Isolando C™, temos:
So So

cn (4.16)

S22 - (wy +wy)  2(ZF —Zho)

Como condic¢bes de contorno, podemos dizer que, se o fluxo angular de entrada na face

esquerda do meio (em x = —a" /2, sendo a™ o tamanho da regido n) é ¢",, da mesma forma,

o fluxo angular de entrada na face direita do meio (em x = a™/2) é @' . Ou seja:

o = Afe~#e"/2 4 pre=#a"/2 4 ¢n (4.17.a)
e
pr = ElATeMA/2 4 £ BTefza/2 4 1, (4.17.b)
Resolvendo o sistema dado pelas equacdes (4.17.a) e (4.17.b), obtemos:
n _ rn\ gn, A%am/2 n_ ..n —ARam/2
An _ ((ol,l c ) 51 e + (C ¢2,T) ez (418&)
1 gzne(/l;l—z’f)an/z _ 9zlne(,i’f—/l’;)an/z
e
n_ ,.n n_ita™/2 n _ rn) ,—Ata"/2
r= 18.

6czne(,i’;—/ff)an/z _ Szlne(/l’f—/l?)a"/z

Agora, podemos também calcular os fluxos angulares médios das regides, @TZ:
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1 a™/2 a™/2 n n
oy =— pr(x)dx = — (AR et™ + Blle®2* + (™) dx
a —amn/2 a —amn/2
n n
—__m (eﬂ'fa"/z _ e—ﬂ’fa"/z) + Bm (elza"/z _ e—lza"/z) +Cn (4 19)
Alan Ayan ' '
1 2

Para simplificar, podemos reescrever a (4.19) em termos de senos hiperbolicos:

_ 2A% Ara® 2B Sat
Pl = pr senh( 5 ) + Y senh )+ c". (4.20)

Por fim, com ambos os fluxos angulares médios calculados, é possivel também calcular

o fluxo escalar médio de cada regido n, @™, dado pela expresséo:
M
" = L ot (4.21)
=3 W @, .

4.3 Algoritmo para o Problema de Fonte Fixa

Deve-se destacar que, no caso de uma unica regido, conhecendo-se as condicGes de
contorno, a solugdo analitica para o problema de fonte-fixa pode ser obtida de forma direta. No
entanto, para calculos envolvendo N regifes, ndo conhecemos a principio nenhum dos valores

7 1 N ~ 7 Ve - 7 -
de o', e @,' alémde ¢, e de ¢, . Logo, ndo € possivel realizar calculos diretos para A7, By,
2 B2 ol (x), o, e @™ e, portanto, precisamos desenvolver um algoritmo que nos ajude a

obté-los de forma satisfatoria.
O primeiro principio por detras desses métodos é o da continuidade entre as solucGes

em cada regido. Com excegao dos contornos, o fluxo de entrada pela esquerda da regiao n, ¢*,
deve ser igual ao fluxo de saida pela direita da regido n — 1, golnr‘l, e o fluxo de entrada pela

S s ; 7 ix +1
direita da regido n, (pzrfr, deve ser igual ao fluxo de saida pela esquerda da regido n + 1, (pz’fl .

Entdo, os fluxos de saida de uma regido n sdo dados por:

o = Ale*ie"/2 4 Brefiat/2 4 cm (4.22.2)
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¢27,ll = é‘lnArlle—ﬂ?an/Z + é:an{le—ﬂ?a"/Z +Cm, (4.22.b)

E pela continuidade das solugdes:

(pﬂr = (pl’?l“,paran =1,..,.N—1, (4.23.3)
(S
¢2’h = ¢£;1,paran =2,..,N. (4.23.b)

Além disso, para garantirmos a acurdcia da solucdo analitica, os resultados devem
convergir ap6s algumas iteracdes. Para isso, tomaremos como teste de convergéncia o calculo
do erro relativo do fluxo escalar médio, ®", numa dada iteragdo k em relagdo a iteragio anterior

k — 1, tal que:

(En(k) _ qEn(k_l)
()

max
n=1,..,N

< e5. (4.24)

(En

em que &g € o critério de tolerancia no fluxo escalar médio adotado.

Além disso, como podemos observar nas equactes (4.8.a), (4.8.b), (4.12.a), (4.12.b) e
(4.16) respectivamente, todos os valores de A7, A3, C™, & e &' podem ser calculados direta e
definitivamente, antes de entrarmos no algoritmo.

Quanto aos valores, a principio desconhecidos, dos fluxos nas interfaces entre regides,
utilizamos valores iniciais iguais a 1. Dessa forma, apresentamos na Figura 4.1 o algoritmo FF

S,, para k = 0, enquanto k < K (nimero maximo de iteracées).
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@k=k+1.

(b) Paran=1,...,N:
(c) Calcule A’f(") e Bf(") pelas equagdes (4.18).
(d) Calcule g7, “ & g1,

(e) Se n = 1, faca somente:

(k) k
(0171114—1 — golr,lr( ).
(f)Ou,sen =2,...,N — 1, faca:
(F) k
prr1™ = pn 10,
—1(k) k
(027;1 — (pzr}l( )
(9) Ou, se n = N, faga somente:
—1(k) k
(pzr,lrl — §021:Ll( )

(h) Calcule todos os valores de ?’f,‘l(k) pela equacdo (4.19).

(i) Calcule todos os valores de e pela equacéo (4.20).

(j) Se o critério dado pela equacdo (4.24) for satisfeito:
Pare o processo iterativo.

(k) Caso contréario de (j):

Volte para (a).

pelas equacdes (4.22).

Figura 4.1 — Algoritmo FF S,; algoritmo para solugdo analitica do problema de fonte-fixa usando o método S,.
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5. SOLUC}AO ANALITICA - PROBLEMA DE AUTOVALOR
Para o problema de autovalor, consideramos que a producdo de néutrons no meio

material se da somente pela fissdo, sem a contribuicao de fontes externas, entdo a equacéo (3.10)

assumiria a forma, param = 1, 2:

2
)3 o
Wy @ (), (5.1)

mr=1

d - 1/
ﬂma(pm(xHthm(x):E so

em que k., representa o fator de multiplicagao efetivo de néutrons.

Nesse caso, podemos assumir que a solucdo geral é dada puramente por:
Pl (x) = Ale” . (5.2)

Portanto, semelhante ao que foi feito com a equacéo (4.3), podemos escrever a (5.1) na

forma matricial:

Sn Sn
wlzeq wzzeq

2 2 . Arll] A% = [8]’ (5.3)

ATL
n n (l)zzeq 2
#Zﬂ/ + Zt - 2

A"+ —

~n
_ WiZeq
2

n

~ - n .
emque X, = X5 + vz}?/keff. Cancelando o fator escalar nfo nulo e* *, obtemos um sistema
homogéneo cuja solucdo ndo-trivial estaria atrelada a condicdo de que a matriz dos coeficientes

da equacao (5.3) possui determinante nulo (BOYCE et al., 2015), o que leva a equagdo:

> -
(M2 — ﬂ—’; (Zp-%5,) =0, (5.4)

1

cujas raizes A7 e A, sdo dadas por:

1 — 1 VaR
R I Bl o R o N LD
7 H Kerr

1 1
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1

1 ~ 1 VEP
B=—— s -5h) = —— ﬂGﬂ—%— f) (5.5.b)
H Hy Kery

Aqui, a diferenca If — X5, — vEf /k.rr pode ser negativa. Portanto, temos duas
possibilidades: raizes reais com solugdes exponenciais, ou entdo raizes complexas com

solugdes trigonométricas.

5.1 Solucéo Exponencial

A solucdo exponencial para o problema de autovalor € muito semelhante a solucéo

homogénea do problema de fonte-fixa. Entdo, analogamente a equacdo (4.9), temos que:
oI (x) = Al,eM* + BlLe#X, (5.6)
Entdo, substituimos A" = 4! na primeira linha da matriz de coeficientes do sistema

linear dado pela equacdo (5.3) e a multiplicamos pelo autovetor AZ,. Depois, repetimos esse

processo com A" = A7 para o autovetor BjX. Como resultado, obtemos as equacdes:

A S W
<u1/1? - e(; 1>A’f _ <%2> Al = (4.10.a)
e
) W
(M; +p -1 1)3? —( - 2)33 =0, (4.103)

das quais se pode retirar as igualdades:
7 =& AT (5.8.a)
B} = &)'BT. (5.8.b)

sendo as constantes & e & correspondentes a:
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Z(yl/”t? + Z?)

gn=2010 T (5.9.9)
1 qu
e
2(u, Ay + 3¢
&= (”1+t) ~1. (5.9.b)
Soq

Aplicando as condic¢des de contorno referentes aos fluxos de entrada na solugdo dada

pela equacdo (5.6), obtemos:

ol = Ale~#a"/2 4 pre=iz2a"/2 (5.10.9)
e
o = &AL 4 grpretiat/2, (5.10.b)
Resolvendo o sistema dado pelas equacdes (5.10.a) e (5.10.b), encontramos:
. gplr’tléslneﬂzan/z _ ¢£re—ﬂzan/2
1= ” (ln—ﬂn)an/Z n (in_/ln) n/2 (5118.)
éfze 2~ M —516 1—42)a
e
—tan/2 n_tam/2
(pnella/z ¢n§el
Bn — 2r 111 (511b)

P greE-mar/z _ gne(B-ipan/z

Por consequéncia, também podemos calcular o fluxo angular médio, @, por:

B 1 a"/2 247 Ata™\  2BL Aar
"= o _an/zgor’rll(x) dx = PR senh< > ) + Py senh( > > (5.12)

Ja o fluxo escalar médio é obtido igualmente pela (4.21).

5.2 Solugéo Trigonométrica

A solugédo geral mais comum para sistemas de equagOes diferenciais lineares com

autovalores imaginarios € dada pela combinacédo de duas funcGes trigonométricas:
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ol (x) = Af,sen(A1x) + Bfcos(A;x). (5.13)

Sendo que, nesse caso, A7 e A5 sdo 0s argumentos das partes imaginarias das equacGes
(5.5.a) e (5.5.b). Para facilitar as notagbes, como A, = —A7, sen(—x) = —sen(x) e
cos(—x) = cos (x), vamos escrever todos os termos daqui em diante em funcio de A7. Entdo

a equacdo (5.13) torna-se:

p(x) = Afsen(A1x) + Bicos(41x). (5.14)

Assim, com i:q =30+ vZ}‘/keff, vamos substituir a equagdo (5.14) na equagéo

(5.1), param = 1, mas mantendo ¢,"(x) em sua forma implicita:

p, (AT Atcos(A1x) — A7 Bl'sen(A1x)) + It (Alsen(A7x) + Bl cos(A1x))

3w W
= %1 (Atsen(Afx) + Blcos(A7x)) + e;

2 oI (x). (5.15)

Isolando @' (x), e apos realizarmos varias manipulacdes algébricas, chegamos a:
@' (x) = (AT + BT fM)cos(A'x) + (ATB™ — BT a™)sen(A1x), (5.16)

sendo as constantes o™ e ™ dadas por:

a2 A

S < n oL v2}1> (5.17.a)
s0 k
eff
e
237 237
s ———1l=F0—"——1.

S n Vaf (5.17.b)

s0 keff

Aplicando as condicdes de contorno referentes aos fluxos de entrada nas solucdes dadas

pelas equacoes (5.14) e (5.16), obtemos:
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Ara® Ara™
ol = —A{‘sen( 5 >+B{‘cos< > (5.18.a)
e
Alat Ara™
o™ = (ATd™ + BIf™)cos | —— | + (B'a™ — A"BM)sen|—=—).  (5.18.b)
2,r 2
Resolvendo o sistema dado pelas equacdes (5.18.a) e (5.18.b), encontramos:
Ara® Ara™
n _ pn,n 1 n n 1
n:((pz'r Bror) COS( 2 >+“ (/’1,158"( 2 ) (5.19.2)
1 a*cos(Alam) + prsen(Atan)
e

n _n n_n
((027" -+ 'Bn(”fz) sen (ﬂlza > + o' cos (/11261 )

a*cos(Atam) + prsen(Atan)

By = (5.19.b)

Ja os fluxos angulares médios da solucao trigonométrica sdo dados, para cada valor de

m, pelo mesmo operador de média usado na (4.19), o que resulta em:

_ . 2B} Ta®
@, :l’fan sen|— (5.20.a)
e
_ 2ATB" Ta™\ 2Bla" Tat
o = ﬂ’fla” sen< 5 + /1nla” sen 12 . (5.20.b)
1

E o fluxo escalar médio é obtido igualmente pela (4.21).

5.3 Algoritmo para o Problema de Autovalor

Como a principio ndo conhecemos o valor de k., independentemente do nimero de
regides, ndo € possivel obter calculos diretos para qualquer coeficiente associado ao k., (ou a
£.4)- No entanto, seu célculo também se d4 por um método iterativo, chamado método das

poténcias (ALVIM, 2007), o qual atualiza o k. da seguinte forma:
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— (k+1)
(k+1) _ k) Zn=1a"VIf " 2
keff - ke f n = (k) ’ (5 1)
Yo amVif on
alem também de um critério de convergéncia no proprio k., dado por:
err ™ — ey ™
G < ey (5.22)

Observando as expressoes (5.5.a) e (5.5.b), pode-se perceber que a necessidade de se
alternar de uma solucdo exponencial para uma trigonométrica — e vice e versa — pode se dar
tanto na passagem de uma regido para outra dentro de uma mesma iteragdo (por conta das
diferencas nas propriedades de cada regido) como numa mesma regido, na passagem para a
proxima iteragdo, apos uma atualizagéo do k. ¢. Dessa forma, € necessario verificar, para cada
regido n avaliada, se 0s autovalores sdo reais ou imaginarios, e a partir dai utilizar a solucéo
adequada.

Além disso, para cada iteracdo devemos atualizar também os parametros ligados ao
kepp: Ay Az, &' &, o e B™. No mais, podemos preservar todos os outros principios
discutidos na Secdo 4.4, como a continuidade entre os fluxos de saida e os de entrada nas regides
adjacentes, o calculo do fluxo escalar médio dado pela equacdo (4.21) e o critério de
convergéncia no fluxo escalar médio dado pela equacéo (4.24).

Quanto aos valores a principio desconhecidos dos fluxos nas interfaces entre regides,
também utilizamos valores iniciais como iguais a 1. Assim, podemos montar o algoritmo AV

S,, para k = 0 e enquanto k < K, como mostrado na pagina a seguir.
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@k=k+1.
(b) Calcule 70, 4309, gn 21 gk o pn) elas equactes (5.5), (5.9) e (5.17).
(c)Paran=1,...,N:
@) Se 21 e 2% forem reais:
(d.1) Calcule AT(") e Bf‘(k) pelas equacdes (5.11).
(d.2) Calcule gp{fr(k) e %T,lz (k) pela equacdo (5.6) para fluxos de saida.
(d.3) Calcule g‘p]r‘l(k) pela equacdo (5.12).
() Caso contrario (se A7% e 22" forem imaginarios):

(e.1) Calcule A’I‘(") e B?(k) pelas equacdes (5.19).

(e.2) Calcule p* () g ?, (k) pelas equacdes (5.14) e (5.16) para fluxos de saida.

1,r
(e.3) Calcule g‘z)fr‘l(k) pelas equacdes (5.20).

(f) Se n = 1, faga somente:

(F) k
q)lrlll-l—l — (/)17,11’( ).
(@) Ou,sen =2,..,N —1, faca
(F) k
q)lrlll-l—l — (/)17,11’( ).
-1(0) k
¢27'1T1 — 9027,11( ).
(h) Caso contrério (se n = N), faga somente:
-1k k
(p21,lr ' = §021,ll( )'

(i) Calcule todos os valores de en® pela equacao (4.21);
(i) Calcule ko™ pela equagdo (5.21).
(k) Se o critério da equacao (5.22) for satisfeito:
() Se o critério da equagdo (4.24) for satisfeito:
Parar 0 processo iterativo.
(m) Caso contrario de (1):
Volte para (a).
(n) Caso contrério de (k):

Volte para (a).

Figura 5.1 — Algoritmo AV S,; algoritmo para solucéo analitica do problema de autovalor usando o método S,,.
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6. SOLUCAO NUMERICA

Com o objetivo de validar as solugdes analiticas, apresentaremos uma solucao numérica
para a equacao de transporte de néutrons, usando principios adotados na elabora¢do do método
DD (Diamond Differences) (LEWIS et al, 1984).

Entdo, vamos escrever a equacao (3.10) param = 1, 2, ..., M da seguinte forma:

" () + Son (1) = <m> Z om0 () +F S(T’;(x), 6.1)

Fm g
mr=1
em que as constantes a e 8 (ndo confundir com a™ e B™ da solucdo trigonomeétrica do problema
de autovalor) séo inseridas para definir o tipo de problema avaliado, sendo a = 1/k.¢r € f =
0, para autovalor,e « = 0 e f = 1, para fonte-fixa em um meio ndo-multiplicativo.
Para darmos inicio a formulacdo do método DD, vamos aplicar o operador de média em

toda a equacdo (6.1) dentro do dominio [-a™/2,a™ /2] de uma regido n:

1 a/2 d n/2
ﬁj o 7 " (x)dx +— ol (x)dx
—amn/2 —-an/2
1 (42 (28 + avs at/2 ﬁS”(x)
= —nf <—f> z W @y, (X) dx +—f > dx. (6.2)
a an/2 oy an/2

Analisando primeiro o termo de fuga, temos pelo teorema fundamental do célculo que:

1 a™/2

@ g il P8 = m[¢”(a”/2)— or(-a/2)]. (6.3)

Para o termo da se¢é@o de choque total, temos que:

m/2 n/2
—j Xion(x)dx =X P pr(x)dx =2 . (6.4)

n
amn/2 —am/2

Da mesma forma, para o termo de espalhamento e de fisséo:
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1 (92 (3% 4 avx oo +avz
L EED S =) S s

mr=1 mr=1

Por ultimo, para o termo de fonte externa, considerado uniforme na regido n:

1 f a”/2 ﬁS”(X) A (6.6)

amn/2 2

Substituindo as equacbes (6.3), (6.4), (6.5) e (6.6) na equacdo (6.2) e fazendo

pr(a™/2) =Yp . e on(—a"/2) = Yy, ,, ficamos com a equagdo:

ot o _ (Pt @I\, BSE
Ay, — ] + 30, = () Y o, + 55 67)

Além disso, no metodo DD, os fluxos angulares médios @ se relacionam com os fluxos

angulares em cada face pela seguinte equacéo:

— lppn,r + l/);lnl
7, =l (6.8)
Agora, definindo o termo Q;,:
M
oo + avzy BSy _
Qm = (%) Z Wi P +TO— Lo, (6.9)

podemos reescrever a equacgéo (6.7) de duas maneiras:

aTl
Ymr = Ymi + /TQ%; v, >0 (6.10.a)
m

aTl
Ymi = Ymr — ﬂ—Ql}l; v u, <O0. (6.10.h)
m
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Vale salientar que essa € uma versao ligeiramente diferente do método DD convencional
e, por isso, a chamaremos daqui em diante como método DD*.

De todo modo, observando as equacdes (6.10.a) e (6.10.b), percebe-se que, ao inveés de
prosseguirmos de regido para regido em apenas um sentido a cada iteracdo, definimos duas
direcOes de varredura que nos possibilitem utilizar as equacgdes acima de forma ideal. Por
exemplo, ¢ melhor que uma varredura “esquerda — direita” seja utilizada para determinar os
fluxos angulares cujas projecdes ortogonais de suas diregdes com o eixo x (dadas por 4 ) sejam
positivas. Da mesma forma, utilizamos a varredura “direita — esquerda” para determinarmos
os fluxos angulares cujas projecoes ortogonais de suas direcdes com 0 eixo x sejam negativas.

Com isso, seguindo 0 mesmo principio da continuidade abordado nas Sec¢des 4.3 e 5.3,
os fluxos de saida ¥z, (¥ u,, > 0) na varredura “esquerda — direita” da regido n serdo
utilizados como fluxos de entrada da regido n + 1 como wﬁl’_’ll (V¥ u,, > 0), e os fluxos de saida

Ym, (¥ a,, > 0) na varredura “direita — esquerda” da regido n serdo utilizados como fluxos

de entrada da regido n — 1 como ¥ *. Ou seja, para qualquer n = 1, ..., N:
=P Y >0 (6.11.9)
=Y Vo <O0. (6.11.b)

Com esses fluxos obtidos, entramos nas proximas regides, atualizamos @ (de acordo
com direc&o da varredura), atualizamos Q7;, e calculamos os fluxos de saida. Concluidas as duas
varreduras em uma iteragdo, podemos calcular @™ pela expressao (4.21). Caso a = 1/k,y €
p = 0, atualizamos o k. e realizamos os testes de convergéncias descritos no algoritmo do

problema de autovalor. Caso @ = 0 e 8 = 1, ap6s calculados os ®", realizamos o teste de
convergéncia descrito para o problema de fonte-fixa.
Dessa forma, montamos o algoritmo DD* Sy, para k = 0 e enquanto k < K:
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@k=k+1;
(b) Paran =1,..,N eV u > 0 (varredura esquerda — direita):

(c) Calcule @}, Q7 € Yy, - (nessa ordem, pelas equacdes (6.8), (6.9) e (6.10.a)).

(d) Faga ¥yt = Y
() Paran =N, ...,1eV u <0 (varredura direita — esquerda):

(f) Calcule @7, Q7 € Yy, (nessa ordem, pelas equacdes (6.8), (6.9) e (6.10.b)).

() Faca ;' = ¥r,.
(h) Calcule todos os valores de @™ pela equacéo (4.21).
(i) Se 1/ke¢r € p = 0 (autovalor):
Calcule k. **" pela equagdo (5.21).
(j) Caso contrério de (i) (se « = 0 e g = 1; fonte-fixa):
Continuar para (k):
(k) Se o critério da (5.22) for satisfeito (sera certamente para fonte-fixa):
(1) Se o critério da (4.24) for satisfeito:
Parar 0 processo iterativo.
(m) Caso contrario de (1):
Volte para (a).
(n) Caso contrario de (k):

Volte para (a).

Figura 6.1 — Algoritmo DD* S; solucdo numérica da equagao de transporte de néutrons usando o método Sy.

Todos os trés algoritmos apresentados foram programados na linguagem de
programagdo Python e executados na plataforma online Google Colab. Foram utilizadas as
bibliotecas Numpy, para operagdes com vetores e matrizes; Datetime, para gravar o tempo
computacional; e Matplotlib.pyplot, para plotagem dos graficos.

Deve-se deixar claro, também, que os Algoritmos I, Il e Ill foram desenvolvidos da
forma mais genérica possivel com o intuito de poderem ser transcritos para diversas linguagens

de programacao, considerando as peculiaridades de cada uma.



36

7. ANALISE DE RESULTADOS E DISCUSSOES

Esta analise de resultados consiste de trés partes.

Na primeira, realizamos a validacéo do algoritmo AV S, pelos resultados mostrados por
Ramirez (2021) utilizando um método DD S, convencional. Além disso, também foram
realizadas validacOes intermediarias com o algoritmo DD* S, para as quadraturas S, e S,.
Dessa forma, tentou-se garantir que o algoritmo AV S, fosse validado pelo DD* S,, que por
sua vez seria validado pelo DD* S, (ja que os dois seguem a mesma logica matematica-
computacional), que por sua vez seria validado pelo DD S, convencional de Ramirez (2021).

Na segunda parte, considerando que nao foram encontradas boas referéncias de métodos
numéricos para a validacdo do algoritmo FF S,, sua validacdo foi feita pelos resultados do
algoritmo AV S,, supondo que este ja foi validado na primeira parte e considerando que
problemas de autovalor e de fonte-fixa sdo equivalentes dadas algumas condi¢des especificas.

Por ultimo, na terceira e Ultima parte desta analise, € feita uma validacdo entre o
algoritmo FF S, e o DD* S, em um problema mais simples inventado.

Antes de partirmos para os resultados em si, também podemos exibir, pela Tabela 7.1,

os valores de wy, e 4  paraas ordens de quadratura Sy utilizadas no caso unidimensional, em

que N (ndo confundir com o nimero total de regides) é igual a M:

Tabela 7.1 — Pardmetros derivados das quadraturas S, e S, de Gauss-Legendre.

M=N-=2
w4 =1,0000000000; w, = 1,0000000000 4y =0,5773502691; 11, = —0,5773502691
M=N=4%

w, = 0,6521451549; w, = 0,3478548451; | 4, =0,3399810435; 1, = 0,8611363115;
w3 =0,3478548451; w, = 0,6521451549. | 1, =— 0,8611363115; Ly == 0,3399810435.

Além disso, em todos os casos avaliados, foram usadas condic¢des de contorno de fluxos
de entrada nulos, de modo que <”11,z = goz""r = 0.

Ja os critérios de convergéncia usados para todos os calculos realizados foram:

a) NUmero Maximo de Iteragdes (K): 10*.

b) Desvio Maximo no k,s: 107°.

c) Desvio Méaximo no @™: 10~°.
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7.1 Validagéo do Algoritmo AV S,

Primeiramente, para validarmos a solugdo analitica para problemas de autovalor com
quadratura S,, foram feitos testes comparativos para os algoritmos AV S,, DD* §S,, DD* S,.
Como referéncia béasica para a validagdo dos demais, foram utilizados dados de um método DD
S, convencional, cujos resultados foram apresentados por Ramirez (2021).

Os dados nucleares de cada regido material utilizados para o Problema | foram também

retirados de Ramirez (2021) e estdo exibidos na Tabela 7.2 logo abaixo:

Tabela 7.2 — Tipos de Regibes e Dados Nucleares do Problema I; dados retirados de Ramirez (2021).

Tipo de Regido T [em?] To0 [cm™] Vi [cm™]
I 0,3333 0,2333 0,1112
I 0,2777 0,1777 0,0700
Il 0,3333 0,2333 0,0000

Além disso, a configuracdo do nucleo escolhida por Ramirez (2021), com regides de 1

a 6 dispostas da direita para a esquerda, é exibida pela Tabela 7.3:

Tabela 7.3 — Configuracéo do nucleo do Problema I; dados retirados de Ramirez (2021).

Regido (n) 3ou4 20ub 1ou6
Tipo I I i
Tamanho [cm] 10 10 50

Nos algoritmos DD* S,, DD* S, e DD S,, é também necessario dividir cada regido em
um grande nimero de malhas para que o erro associado as aproximacdes feitas no calculo dos
fluxos angulares médios, dado pela expressao (6.8), seja reduzido. Foi escolhido um valor de
0,05 cm por cada malha para os DD* S, e DD* S,, enquanto que Ramirez (2021) se valeu de
um numero fixo de 4096 malhas por regido.

Em tese, para o algoritmo AV S,, s precisariamos de uma malha por regido para
conseguirmos realizar os calculos. Porém, devido a ocorréncia de erros de overflow nas
exponenciais e nas funcgdes trigonométricas hiperbdlicas, foi necessario mais de uma malha por
regido para remediar esse problema, sendo escolhido um tamanho de 5 cm por malha.

O numero de malhas para cada regido e para cada método é dado pela Tabela 7.4:
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Tabela 7.4 — Nimero de malhas por regido do Problema I; dados para DD S, retirados de Ramirez (2021).

_ Numero de Malhas por Regido
Algoritmo
n=3o0u4 n=2o0ub5 n=1oub
AV S, 2 2 10
DD* S, 200 200 1000
DD* S, 200 200 1000
DD S, 4096 4096 4096

Depois de realizados os calculos, os valores obtidos para o ks e para o desvio relativo

percentual, DRP, dos métodos aqui desenvolvidos comparados com o DD S, de Ramirez
(2021), séo exibidos na Tabela 7.5:

Tabela 7.5 — Valores de k. obtidos para o Problema I; dado para DD S, retirado de Ramirez (2021).

Método AV S, DD* S, DD* S, DD S,
Kegy 0,99835719 0,99835688 1,00214297 1,00214320
DRP@pp s, 0,377791% 0,377822% 0,000023% -

Como podemos observar, existe um desvio relativo percentual consideravelmente maior
para os métodos que utilizam quadratura S,. Em Ramirez (2021), também foi verificado, para
um problema distinto, que a variacdo nas ordens de quadratura no método DD convencional

também provocava variages no k.. nessa ordem de grandeza, conforme a Tabela 7.6:

Tabela 7.6 — Valores de k., para diferentes ordens de Sy; dados retirados de Ramirez (2021).

Método| DDS, DD S, DD Sg DD Sy, DD Sy, | DD Sygos
kers | 1,05685228 | 1,06750838 | 1,06797273 | 1,06802961 | 1,06804649 | 1,06804589

Da Tabela 7.6, 0 DRP pp s, do k. ¢f obtido pelo método DD S, é de aproximadamente
1%. Portanto, € possivel dizer que os valores obtidos na segunda linha da Tabela 7.5 estdo
dentro do esperado.

Para comparacdes nos fluxos escalares, ao invés de @™, Ramirez (2021) utiliza os fluxos

escalares em pontos, ®™(x), os quais sao dados pela formula:
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M
1
P (x) = >

m=

m P00, (7.)
1

No caso da interface da regido n com a regido n + 1, o célculo de @™(x) pode se dar
tanto pela somatdria pesada de ¢ (a"/2), quanto por uma de ¢**(—a™*!/2), quanto por

uma englobando ambos. Dessa forma, calculamos @™ (x) para x = 70, 80, 90 e 140 cm — sendo

x = 70 cm o eixo de simetria do nicleo, onde temos o fluxo maximo — conforme a Tabela 7.7:

Tabela 7.7 — Fluxo Escalar de Néutrons, @™ (x), do Problema I; dados para DD S, retirados de Ramirez (2021).

_ @™ (x) [néutrons/(cm?s)]
Algoritmo
x =70cm x =80cm x =90 cm x =140 cm
AV S, 1,6817440 8,1207843x10! | 1,2692986x10! | 1,2218559x10®
DD* S, 1,6817453 8,1208041x10! | 1,2692915x10! | 1,2214467x10®
DD* S, 1.7040112 7,9898490%x10! | 1,2137997x10! | 6,5695767x10®
DD S, 1,7040094 7,9898305%x10! | 1,2138068x10! | 6,5710021x10®

Os DRPs(pp s,) dos métodos AV S, e DD* S, foram ambos de aproximadamente 1,3%

emx =70cm, 1,6% em x = 80 cm, 4,5% em x = 90 cm e 81,4% em x = 140 cm.

A grande divergéncia entre os fluxos em x = 140 cm se da pelo fato de o método S,
corresponder a chamada aproximacdo P;, que por sua vez corresponde a aproximacao da
equacdo de transporte pela equacdo de difusdo. Como a equacdo de difusdo ndo apresenta
validade nas proximidades dos contornos, € também esperado que qualquer solucdo que se
valha do método S, nédo apresente bons resultados nesses pontos.

A Figura 7.1 mostra a distribui¢do dos fluxos escalares de néutrons calculados nas faces
de todas as malhas dos métodos AV S,, DD* S, e DD* S,:
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Figura 7.1 — Fluxos de néutrons obtidos pelos algoritmos AV S,, DD* S, e DD* S, para o Problema I.

Para a andlise do refinamento de malhas dos algoritmos desenvolvidos, calculamos

também os valores do k. ¢, do fluxo escalar maximo de néutrons @5, (@™ (x) em x = 70 cm),

do tempo computacional T, e do nimero de iteracdes k para o algoritmo AV S, com 256 malhas

por regido (refinada) e para DD* S, e DD* S, com 4096 malhas por regido (refinadas).

A Tabela 7.8 mostra esses resultados com os obtidos pelas malhas antigas (grossas):

Tabela 7.8 — Andlise da qualidade do refinamento da malha para os algoritmos.

Algoritmo e Malha kesr @1 ... [néutrons/(cm?s)] T [s] k
AV S, (grossa) 0,99835719 1,6817440 0,03506 50
AV S, (refinada) 0,99835719 1,6817440 180,69194 | 3707
DD* S, (grossa) 0,99835689 1,6817453 13,53161 819
DD* S, (refinada) | 0,99835719 1,6817440 111,49112 802
DD* S, (grossa) 1,00214297 1,7040112 36,10992 982
DD* S, (refinada) | 1,00214326 1,7040097 305,25010 960

Percebe-se que 0 aumento no numero de malhas no algoritmo AV S, ndo alterou os

resultados dos fluxos escalares ou do k. ¢, embora o tempo de calculo e o nimero de iteracdes

tenham sido muito maiores. No caso do algoritmo DD* S,, notamos que os resultados se
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aproximaram ainda mais aos do AV S,, sem nenhuma diferenga numérica até as casas decimais
consideradas, o que € um 6timo indicio para a validade da solugdo analitica. Por tltimo, no caso
do algoritmo DD* S, percebe-se que os resultados se aproximaram ainda mais dos obtidos pelo
DD S, de referéncia, que por sua vez ja tinha usado uma malha mais fina.

Ramirez (2021) também analisou a poténcia produzida ao longo do nucleo. Sendo y a

energia gerada por fissdo (~3,2x10! Joules), a poténcia total gerada no reator é dada por:
N
P=y z rotat, (7.2)
n=1

Com a poténcia nominal do reator, Py, de 10 MW, e R™ como o nimero de reparticdes

de uma regido, a poténcia normalizada por regido é:
Py
n N T HT T
=y— ) Xp"a’. 7.3
pr=yo ) S (73)
r=1
Os célculos para p™ foram usando os algoritmos AV S,, DD* S, e DD* S, e comparados

com os resultados obtidos pelo DD S, de Ramirez (2021), conforme a Tabela 7.9:

Tabela 7.9 — Poténcia gerada nas regiGes do Problema I; dados para DD S, retirados de Ramirez (2021).

) Poténcia Total Produzida por Tipo de Regido (MW)
Algoritmo e Malha - :
Tipo | Tipo Il
AV S, (grossa) 8,4852 1,5148
DD* S, (grossa) 8,4852 1,5148
DD* S, (grossa) 8,5548 1,4452
DD S, 8,5548 1,4452

Para o algoritmo DD* S, ndo houve desvios perceptiveis. Os valores de DRP pp s,) para

a poténcia na regido do tipo | para os métodos de quadratura S, foram ambos de
aproximadamente 0,8%, enquanto que para a regido do tipo Il o valor encontrado foi de 4,8%.

Mais uma vez, os valores do DRPpp s,y aumentam conforme nos aproximamos das regides

mais proximas das contornos para os algoritmos que utilizam o método S,.
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7.2 Validagéo do Algoritmo FF S,

Para o proximo problema, como ndo foram encontradas referéncias para problemas de
fonte-fixa cujas especificacdes fossem muito proximas as adotadas ao longo do Capitulo 3
(espalhamento isotropico, uma energia, meio ndo-multiplicativo e quadratura S,), validaremos
o problema de fonte-fixa utilizando o problema de autovalor. Essa validacdo seria ideal se o

termo de fonte externa fosse definido como:

SiH(x) =

M
Vip .
E , , 7.4

mr=1

emque o k.sr € ¢ (x) seriam respectivamente o fator de multiplicacao efetivo e as solugées

dos fluxos angulares ja calculados por um problema de autovalor analogo.
No entanto, a solucdo apresentada no Capitulo 4 foi desenvolvida para casos de fontes

uniformes dentro de uma regido n, tal que Sg'(x) = Sg'. Por isso, ao invés de utilizarmos ¢ (x)
na equacdo (7.4), vamos utilizar os fluxos angulares médios, @, os quais também sdo
m

uniformes dentro de uma regido n. Assim, com a equivaléncia fornecida pela equacéo (4.21),

podemos reescrever a equacéo (7.4) na forma:

M

VZ? VZ}l _
Sn z o =2 P, 7.5
0 keff wm ¢m keff ( )

mr=1

Ora, conhecendo 0 k, ¢, e 0s valores de @™ obtidos pelo algoritmo AV S, para 0 mesmo

nacleo do Problema I, podemos obter os valores equivalentes de S§ para rodarmos no algoritmo
FF S,. No entanto, além das malhas de 5 cm utilizadas no algoritmo AV S, no Problema I,
vamos utilizar também malhas de 2,5 cm, de 1,25 cm e de 0,25 cm, de forma que possamos
melhorar e suavizar progressivamente a aproximacao do termo de fonte externa Sj.

Como nesses quatro casos teriamos muitos valores para Sg no lugar de vXf e muitos
tipos diferentes de regides — embora a disposic¢ao das se¢des de choque totais e de espalhamento
continuem as mesmas —, ndo € interessante replicarmos as Tabelas 7.2, 7.3 e 7.4. Portanto, de
forma semelhante ao que foi feito na Tabela 7.7, vamos partir direto para o calculo dos fluxos

nas interfaces das regides, conforme a Tabela 7.10:
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Tabela 7.10 — Fluxo Escalar de Néutrons do Problema | para diferentes métodos analiticos.

Algoritmo e @™ (x) [néutrons/(cm?s)]
Malha x =70cm x =80 cm x =90 cm x = 140 cm
FF S, (5cm) 1.6406999 8,3180656x10" | 13964137x107 | 1.3442198x10°
FF S, (2,5 cm) 1,6723258 8,1735885x10" | 1,3011043x10? | 1,2524728x10°
FF S, (1,25 cm) 1,6794475 8,1341953x101 | 1,2772545%10? | 1,2295144x1078
FF S, (0,25 cm) 1,6816529 8,1213235x10" | 1,2696169x10" | 1.2221624x10°8
AV S, (5cm) 1,6817440 8,1207843x10" | 1,2692986x10" | 1,2218559x10°

E perceptivel que, 8 medida que refinamos a malha e suavizamos a distribuicdo de SZ,

os valores obtidos pelo algoritmo de solucdo de problema de fonte-fixa tendem a se aproximar

dos obtidos pelo de autovalor, o que nos permite afirmar com boa confianca que o FF S, é

valido também.

A comparacdo grafica entre o problema de autovalor utilizado para a geracdo de seu

equivalente em fonte-fixa € mostrada, para diversas malhas, pelas Figura 7.2, 7.3, 7.4 e 7.5:
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Figura 7.2 — Comparacéo dos @™ (x) obtidos pelos algoritmos AV S, e FF S, (malhas de 5 cm).
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Figura 7.3 — Comparacdo dos @™(x) obtidos pelos algoritmos AV S, e FF S, (malhas de 2,5 cm).
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Figura 7.4 — Comparacdo dos @™ (x) obtidos pelos algoritmos AV S, e FF S, (malhas de 1,25 cm).
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Figura 7.5 — Comparacdo dos @™ (x) obtidos pelos algoritmos AV S, e FF S, (malhas de 0,25 cm).

7.3 Comparacao do Algoritmo FF S, com o Algoritmo DD* S,

Para Gltima analise, vamos validar o algoritmo FF S, pelo algoritmo DD* S,. Assim, a

Tabela 7.11 apresenta os dados nucleares do Problema Il para diferentes tipos de regides:

Tabela 7.11 — Tipos de Regibes e Dados Nucleares do Problema 1.

Tipo da Regido > [em?] Yoo [cm™?] S& [néutrons/(cm3s)]
I 1,000 0,970 1,000
I 1,000 0,970 0,000
Ja a configuracdo do nucleo do reator inteiro € dada pela Tabela 7.12:
Tabela 7.12 — Configuragdo do nucleo inteiro do Problema Il.
Regido (n) 1 2 3 4
Tipo I I I I
Tamanho [cm] 12 12 12 12

Em seguida, definimos o nimero de malhas por regido, conforme a Tabela 7.13:



Tabela 7.13 — NUmero de malhas por regido do Problema Il.

Algoritmo e Ndmero de Malhas por Regiédo
Malha n=1 n=2 n=3 n=4
FF S, {1} 1 1 1 1
FF S, {16} 16 16 16 16
DD* S, {128} 128 128 128 128
DD* S, {1024} 1024 1024 1024 1024

Para esse problema, foi possivel escolher apenas uma malha por regido no caso FF S,

{1}, j& que ndo ocorreram erros de overflow. Também realizamos o teste FF S, {16} para

mostrar que o numero de malhas no caso analitico ndo faz diferenca, assim como no algoritmo
AV S,.Jaos dois testes DD* S, {128} e DD* S, {1024} foram feitos para provar que, a medida

que refinamos a malha em um método numérico, seus resultados tendem a se aproximar dos

resultados obtidos por solucdes analiticas.

Assim, os resultados para os fluxos escalares nos pontos x = 24, 36 e 48 cm, assim como

os tempos de célculo computacional T e o numero total de iteracdes k sdo exibidos, para cada

um dos algoritmos e malhas, na Tabela 7.14:

Tabela 7.14 — Resultados dos testes do Problema Il.

Algoritmo @™ (x) [néutrons/(cm?s)]
T[s] k
e Malha x =24 cm x =36 cm x =48 cm
FF S, {1} 16,2110319 8,3227273 6,7181667x1072 | 0,00286 32
FF S, {16} 16,2110319 8,3227273 6,7181667x102 | 0,37437 | 266
DD* S, {128} 16,2111401 8,3227323 6,7165748x102 | 2,15303 | 658
DD* S, {1024} 16,2110336 8,3227273 6,7181417x107? | 14,48482 | 605

Mais uma vez, nota-se que ndo houve diferencas com o refinamento da malha para um

algoritmo analitico. Por outro lado, o refino do método numérico o fez se aproximar mais ainda

do analitico, chegando até mesmo a se igualar no ponto x = 36 cm.

Para visualizacédo grafica, a Figura 7.6 exibe os resultados pelos algoritmos FF S, {16}

e DD* S, {1024} para os fluxos escalares nas faces das malhas:
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Figura 7.6 — Fluxo de néutrons obtidos pelos algoritmos FF S, {16} e DD* S, {1024} para o Problema II.

Foi também observado que, durante a execucdo do algoritmo FF S,, ndo se fazia
necessario o calculo dos fluxos angulares médios e do fluxo escalar médio dentro das iteragdes
e nem a realizacdo do critério de convergéncia nos fluxos escalares médios. Esse critério foi
depois substituido por um de convergéncia nos Unicos coeficientes variantes das solucdes, A}
e B, e os resultados foram idénticos, com o mesmo numero de iteracdes, mas tempos
computacionais até 20% menores. Contudo, esse procedimento ndo pdde ser utilizado no
problema de autovalor, pois a atualizagdo do k.r, também depende da atualizacdo dos fluxos

escalares médios.
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8. CONCLUSAO E SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Neste trabalho, foi apresentada uma proposta de formulacéo para a solucéo analitica da
equacdo de transporte de néutrons estacionaria e monoenergética, considerando espalhamento
isotropico e duas possiveis dire¢des para os fluxos angulares de néutrons pela formulagéo Sy .

Foi também desenvolvido um método numérico ligeiramente variante do método DD,
para o qual foi usado a sigla DD*. Os resultados do método DD* foram rodados utilizando
ordens de quadratura S, e S,, com o intuito de intermediar a validacdo entre as solucdes
analiticas — ambas em S, — com os resultados de referéncia, os quais foram obtidos por um
método DD convencional com ordem de quadratura S,.

Os algoritmos para essas trés solucbes foram desenvolvidos na linguagem de
programacdo Python, utilizando a plataforma Google Colab.

A solucdo analitica para o problema de autovalor foi validada a partir da solucao
numeérica obtida pelos métodos DD* S, e DD* S, e pelo método DD S, convencional de
referéncia. Foi observado que os resultados da solugdo analitica do problema de autovalor ndo
se mostraram sensiveis a refinamentos de malha. Logo, essa solucdo pode ser aplicada em
malhas muito grossas, reduzindo, assim, o tempo computacional de simulacdo. Por outro lado,
o refino na malha do método DD* S, fez com que os resultados se aproximassem mais dos
resultados obtidos pela solucdo analitica, como ja era de se esperar.

Em seguida, foi feita uma validacdo da solucdo analitica para o problema de fonte-fixa
usando os resultados obtidos pelo problema de autovalor ja validado, e os resultados se
mostraram satisfatorios. Por Gltimo, a solucdo analitica para o problema de fonte-fixa foi
comparada com método DD* S, e os resultados de refino da malha seguiram o mesmo padréo
que os resultados obtidos no problema de autovalor, validando assim essa solucéo.

Como sugestdes para trabalhos futuros, ficam os estudos focados em solugdes analiticas
para ordens superiores de quadratura, para casos bidimensionais ou tridimensionais ou

formuladas para mais de um grupo de energia.



49

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

ALVES FILHO, H. Um método espectro-nodal para problemas da autovalor na teoria de
transporte de néutrons segundo a formulacgéo de ordenadas discretas. Tese (Doutorado) —
COPPE/UFRJ, 1999.

ALVIM, A. C. M. Métodos numéricos em engenharia nuclear. RJ, Brasil: Ed. Certa, 2007.

BARROS, R. C. A spectral nodal method for the solution of discrete ordinates problems in
one and two dimensional cartesian geometry. Tese (Doutorado) — The University of
Michigan, 1990.

BARROS, R. C.; LARSEN, E. W. A numerical method for one-group slab-geometry discrete
ordinates problems with no spatial truncation error. Nuclear Science and Engineering, Taylor
and Francis, v. 104, n. 3, p. 199-208, 1990. Disponivel em: <https://doi.org/10.13182/NSE90-

A23719>.

BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C. Equac0es diferenciais elementares e problemas de valores
de contorno. 10. ed. Rio de Janeiro: LTC, 2015.

DE ABREU, M. P. Métodos deterministicos livres de aproximacdes espaciais para a solugédo
numérica dominante de problemas de autovalor multiplicativo na formulacéo de ordenadas
discretas da teoria do transporte de néutrons. Tese (Doutorado) — COPPE/UFRJ, 1996.

DUDERSTADT, J. J.; MARTIN, W. R. Nuclear reactor analysis. New York: John Wiley and
Sons, 1976.

LARSEN, E. W. Spectral analysis of numerical methods for discrete-ordinates problems. i.
Transport Theory and Statistical Physics, Taylor & Francis, v. 15, n. 1-2, p. 93-116, 1986.
Disponivel em: <https://doi.org/10.1080/00411458608210446>.

LEWIS, E. E.; MILLER, W. F. Computational methods of neutron transport. New York:
John Wiley and Sons, 1984.

MORAES, C. S. Analise espectral de equacdes de transporte de néutrons na formulacao de
ordenadas discretas em meios ndo-multiplicativos. 2010. Disserta¢do (Dissertacdo de
Mestrado, Instituto de Matematica e Estatistica) — Universidade do Estado do Rio de Janeiro,
Rio de Janeiro, 2010.

RAMIREZ, S. A. Célculos de criticalidade usando a equagao de transporte de néutrons
multigrupo unidimensional na formulacéo das ordenadas discretas a partir da solugdo
analitica local. 2021. 92 f. Tese (Doutorado em Modelagem Computacional) - Instituto
Politécnico, Universidade do Estado do Rio de Janeiro, Nova Friburgo, 2021.



